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Πρόλογος

Αγαπητή  μαθή τρια, αγαπητέ μαθητή ,

η Γεωμετρία της Β΄ Λυκείου είναι, κατά  τη γνώ μη μου, το πιο «ώ ριμο» κομμά τι της σχολική ς Γεωμετρίας. Στην Α΄ Λυκείου μά θαμε
να συγκρίνουμε σχή ματα: ίσα τρίγωνα, παρά λληλες ευθείες, εγγεγραμμένες γωνίες. Στη Β΄ Λυκείου κά νουμε το μεγά λο βή μα:
αρχίζουμε να μετράμε. Λόγοι τμημά των, ομοιό τητα, μετρικές σχέσεις, εμβαδά , μή κος και εμβαδό ν κύ κλου, όγκοι στερεώ ν. Η
Γεωμετρία συναντά  την Άλγεβρα και από  αυτή  τη συνά ντηση γεννιού νται μερικά  από  τα ωραιό τερα αποτελέσματα των
Μαθηματικώ ν.

Το βοή θημα που κρατά ς γρά φτηκε με έναν στόχο: να μπορείς να μελετή σεις μόνος σου, με σιγουριά , ό λη την ύ λη. Γι' αυτό :

κά θε κεφάλαιο ξεκινά  με δική  του έγχρωμη σελίδα, ό που βλέπεις ό λα τα μαθή ματα που περιέχει και τι θα κατακτή σεις·

κά θε μάθημα ξεκινά  σε νέα σελίδα με την ένδειξη «ΚΕΦΑΛΑΙΟ … · ΜΑΘΗΜΑ …», ενώ  στην κορυφή  κά θε σελίδας θα βλέπεις
πά ντα σε ποιο κεφά λαιο και σε ποιο μά θημα βρίσκεσαι· η αρίθμηση των μαθημά των ακολουθεί τις παραγρά φους του
σχολικού  βιβλίου, ώ στε να βρίσκεις αμέσως την αντιστοιχία·

η θεωρία παρουσιά ζεται ολοκληρωμένη, με αποδείξεις, σχή ματα και σχό λια που εξηγού ν το «γιατί» και όχι μό νο το «τι»·

σε κά θε μά θημα θα βρεις λυμένα παραδείγματα διαβαθμισμένης δυσκολίας, κουτιά  «Προσοχή !» και «Συχνό  λά θος» με ό σα
συνή θως κοστίζουν μονά δες στα διαγωνίσματα, καθώ ς και μεθοδολογίες για τις βασικές κατηγορίες ασκή σεων·

κά θε μά θημα κλείνει με άλυτες ασκήσεις, των οποίων οι πλήρεις λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου.

Όλα τα παραδείγματα και οι ασκή σεις του βοηθή ματος είναι πρωτό τυπα, γραμμένα ειδικά  για αυτό . Δεν θα τα βρεις στο σχολικό
βιβλίο· έτσι, ό ταν τελειώ σεις, θα έχεις δουλέψει πολύ  περισσό τερο υλικό  από  ό σο σου ζητείται, και αυτό  ακριβώ ς είναι το
μυστικό  της επιτυχίας.

Μια τελευταία συμβουλή , από  κά ποιον που διδά σκει Γεωμετρία πολλά  χρό νια: να σχεδιάζεις πάντα το σχήμα σου, μεγά λο,
καθαρό  και με χά ρακα. Οι μισές λύ σεις «φαίνονται» σε ένα καλό  σχή μα. Και μην τρομά ζεις ό ταν μια ά σκηση δεν βγαίνει αμέσως·
η Γεωμετρία ανταμείβει την υπομονή .

Καλή  μελέτη και καλή  επιτυχία!
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ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Το βοήθημα αυτό  είναι μέρος ενό ς μεγαλύ τερου έργου. Στο mathgreece.com θα βρεις ένα πλήρες και ολοκληρωμένο
δωρεάν φροντιστήριο μαθηματικώ ν: θεωρία, βίντεο, επιπλέον ασκήσεις, διαγωνίσματα και θέματα εξετάσεων για ό λες τις
τάξεις.

ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ Πρόλογος
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Πώς να διαβάσεις αυτό το βοήθημα

Σε ό λο το βιβλίο χρησιμοποιού με τα ίδια «κουτιά », ώ στε να αναγνωρίζεις με μια ματιά  τι διαβά ζεις:

Η διαβάθμιση των ασκήσεων

Οι ά λυτες ασκή σεις κά θε μαθή ματος είναι σημειωμένες με κουκκίδες δυσκολίας:

Σήμανση Επίπεδο Τι σημαίνει

●○○ Βασική Άμεση εφαρμογή  της θεωρίας· πρέπει να τη λύ νεις χωρίς δυσκολία.

●●○ Μέτρια Συνδυάζει δύ ο ή  περισσό τερες ιδέες· τυπικό  θέμα διαγωνίσματος.

●●● Απαιτητική Για ό σους θέλουν να πάνε παραπέρα· τυπικό  «τελευταίο θέμα».

ZQF1ZQ

ΟΡΙΣΜΟΣ — Τι είναι

Ο ορισμό ς μιας νέας έννοιας. Μά θε τον με ακρίβεια· στις εξετά σεις ζητείται συχνά  αυτολεξεί το νό ημά  του.

ΘΕΩΡΗΜΑ — Τι είναι

Ένα θεώ ρημα ή  μια βασική  πρό ταση της θεωρίας. Ό,τι βρίσκεται σε τέτοιο κουτί το χρησιμοποιείς ελεύ θερα στις
ασκή σεις.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Η από δειξη ενό ς θεωρή ματος, γραμμένη βή μα-βή μα. Οι αποδείξεις που σημειώ νουμε ως «εξεταστέες» αξίζει να τις ξέρεις να
τις γρά φεις μό νος σου.

ΠΟΡΙΣΜΑ — Τι είναι

Ένα ά μεσο συμπέρασμα ενό ς θεωρή ματος.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Ένα σχό λιο που φωτίζει μια λεπτομέρεια της θεωρίας.

ΠΡΟΣΟΧΗ!

Κά τι που χρειά ζεται ιδιαίτερη προσοχή : προϋ ποθέσεις θεωρημά των, εξαιρέσεις, λεπτές διατυπώ σεις.

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ

Ένα λά θος που κά νουν πολύ  συχνά  οι μαθητές. Με ✗ σημειώ νουμε τη λανθασμένη σκέψη και με ✓ τη σωστή .

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ

Πώ ς αντιμετωπίζουμε μια κατηγορία ασκή σεων: τα βή ματα που ακολουθού με.

ΛΙΓΗ ΙΣΤΟΡΙΑ

Ιστορικά  στοιχεία: πώ ς γεννή θηκαν οι ιδέες που μελετά με.

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Παραπομπή  στο mathgreece.com, ό που θα βρεις επιπλέον υλικό  για το αντίστοιχο θέμα.

ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ Πώς να διαβάσεις αυτό το βοήθημα

5mathgreece.com · δωρεάν πλήρες φροντιστήριο Γεωμετρία Β΄ Λυκείου · Πλήρες βοήθημα

https://mathgreece.com/
https://mathgreece.com


Δίπλα σε κά θε ά σκηση υπά ρχει η ένδειξη «→ Λύ ση», που σε οδηγεί (και με κλικ, στο ηλεκτρονικό  αρχείο) στην αναλυτική  λύ ση
στο τέλος του βιβλίου.

Συμβολισμοί που χρησιμοποιούμε

Σύμβολο Διαβάζεται / σημαίνει

το ευθύ γραμμο τμήμα ΑΒ ή  το μήκος του (ανάλογα με τα συμφραζό μενα)

τα μήκη των πλευρώ ν  τριγώ νου 

, η γωνία Α, η γωνία ΒΑΓ

το τό ξο ΑΒ

, οι ευθείες είναι παράλληλες, κάθετες

ύ ψος, διάμεσος, διχοτό μος από  την κορυφή  Α (προς την πλευρά  )

η ημιπερίμετρος: 

ακτίνα εγγεγραμμένου, ακτίνα περιγεγραμμένου κύ κλου

 ή  το εμβαδό ν του τριγώ νου ΑΒΓ (γενικά : του σχήματος)

λόγος (π.χ. λόγος ομοιό τητας)

δύ ναμη του σημείου Ρ ως προς κύ κλο

AB

α,β, γ BΓ, ΓA, AB ABΓ

Â BAΓ

AB
⌢

ε ​ ∥1 ε ​2 ε ​ ⊥1 ε ​2

υ ​, μ ​,  δ ​α α α α

τ τ = ​

2
α + β + γ

ρ, R

(ABΓ) E

λ

ΔP

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Στις ασκή σεις, ό ταν δεν αναφέρεται μονά δα μέτρησης, θεωρού με ό τι ό λα τα μή κη μετρώ νται με την ίδια μονά δα και τα
εμβαδά  με την αντίστοιχη τετραγωνική  μονά δα.

ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ Πώς να διαβάσεις αυτό το βοήθημα
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77
Αναλογίες

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο

Τα μαθήματα του κεφαλαίου

7.1–7.3 Λόγος ευθύγραμμων τμημάτων

7.4–7.5 Ανάλογα τμήματα – Αναλογίες

7.6 Διαίρεση τμήματος εσωτερικά και
εξωτερικά σε δοσμένο λόγο

7.7 Θεώρημα του Θαλή

7.8 Θεωρήματα των διχοτόμων
τριγώνου

7.9 Απολλώνιος κύκλος

Τι θα κατακτήσεις

Να βρίσκεις και να χειρίζεσαι λόγους
τμημάτων και αναλογίες.
Να διαιρείς τμήμα εσωτερικά και
εξωτερικά σε δοσμένο λόγο.
Να εφαρμόζεις το θεώρημα του Θαλή και
το αντίστροφό του.
Να υπολογίζεις τα τμήματα που ορίζουν οι
διχοτόμοι τριγώνου.
Να αναγνωρίζεις τον Απολλώνιο κύκλο.

Ως τώ ρα συγκρίναμε τμήματα μό νο με τα «ίσο»,
«μεγαλύ τερο», «μικρό τερο». Στο κεφάλαιο αυτό
μαθαίνουμε να λέμε πόσες φορές ένα τμήμα
χωράει σε ένα άλλο. Έτσι γεννιού νται ο λόγος και
οι αναλογίες, και φτάνουμε σε δύ ο από  τα
σπουδαιό τερα θεωρήματα της Γεωμετρίας: το
θεώ ρημα του Θαλή  και τα θεωρήματα των
διχοτό μων.

Συμπληρωματικό υλικό, βίντεο και επιπλέον ασκήσεις για το Κεφάλαιο 7: mathgreece.com



ΑΑ ΒΒ

x

Κ1

Κ2

Κ3

Κ4

Κ5

Διαίρεση του ΑΒ σε 5 ίσα μέρη

Αναλογίες
Μ Α Θ Η Μ Α  7 . 1 – 7 . 3

Λόγος ευθύγραμμων τμημάτων

Από τη σύγκριση στη μέτρηση

Όταν λέμε ό τι ένα θρανίο έχει μή κος 1,2 m, στην πραγματικό τητα λέμε ό τι το μή κος του θρανίου είναι 1,2 φορές το μή κος ενό ς
«τμή ματος-μονά δα», του μέτρου. Κά θε μέτρηση, λοιπό ν, είναι μια σύγκριση με πολλαπλασιασμό: «πό σες φορές χωρά ει το ένα
μέσα στο ά λλο;». Για να το κά νουμε αυτό  με αυστηρό τητα χρειαζό μαστε τρία εργαλεία: τη διαίρεση ενό ς τμή ματος σε ίσα μέρη,
το γινό μενο τμή ματος με αριθμό  και, τελικά , τον λόγο δύ ο τμημά των.

Διαίρεση τμήματος σε ν ίσα μέρη

Πώ ς χωρίζουμε ένα τμή μα  σε, ας πού με, 5 ίσα κομμά τια, χωρίς να το
μετρή σουμε με τον χά ρακα; Η κατασκευή  στηρίζεται σε ένα θεώ ρημα που
γνωρίζουμε από  την Α΄ Λυκείου:

Κατασκευή. Από  το  φέρνουμε μια οποιαδή ποτε ημιευθεία  (όχι πά νω
στην ). Πά νω της παίρνουμε με τον διαβή τη διαδοχικά  ίσα τμή ματα

, ό σα είναι τα μέρη που θέλουμε. Ενώ νουμε το
τελευταίο σημείο  με το  και από  τα  φέρνουμε παρά λληλες προς την . Οι παρά λληλες αυτές τέμνουν την 
σε σημεία που τη χωρίζουν σε 5 ίσα τμή ματα, σύ μφωνα με το προηγού μενο θεώ ρημα (η παρά λληλη από  το  προς την 
είναι η «πρώ τη» από  τις παρά λληλες).

Γινόμενο τμήματος με αριθμό

Αν  είναι ένα τμή μα και  ένας θετικό ς ακέραιος, τό τε:

 είναι το τμή μα που προκύ πτει αν τοποθετή σουμε διαδοχικά , πά νω σε μια ευθεία,  τμή ματα ίσα με το .

 είναι καθένα από  τα  ίσα μέρη στα οποία χωρίζεται το .

 (με  θετικού ς ακεραίους) είναι το τμή μα : χωρίζουμε το  σε  ίσα μέρη και παίρνουμε  από  αυτά .

1/41/4 1/41/4 1/41/4 1/41/4
ΑΑ ΒΒ

ΓΓ ΔΔ ΓΔ = ¾ · ΑΒ

Το τμήμα ΓΔ είναι τα 3/4 του ΑΒ

Με προσεγγίσεις (που δεν θα μας απασχολή σουν αναλυτικά ) ορίζεται και το γινό μενο  για κάθε θετικό  πραγματικό
αριθμό  , ακό μη και ά ρρητο, π.χ. . Συμφωνού με επίσης ό τι  είναι το μηδενικό  τμή μα (ένα σημείο).

ZQL0ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7

AB

ΘΕΩΡΗΜΑ — Παράλληλες που ορίζουν ίσα τμήματα

Αν τρεις ή  περισσό τερες παρά λληλες ευθείες ορίζουν ίσα τμή ματα σε
μια ευθεία που τις τέμνει, τό τε ορίζουν ίσα τμή ματα και σε κά θε ά λλη
ευθεία που τις τέμνει.

A Ax

AB
AK ​ =1 K ​K ​ =1 2 ⋯ = K ​K ​4 5

K ​5 B K ​, … , K ​1 4 K ​B5 AB
A K ​B5

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Το μή κος των ίσων τμημά των πά νω στην  το διαλέγουμε ελεύθερα. Ό,τι ά νοιγμα διαβή τη κι αν πά ρουμε, η κατασκευή
δουλεύ ει. Αυτό  είναι το «μαγικό » της: η πληροφορία «5 ίσα μέρη» μεταφέρεται από  την  στην  μέσω των
παραλλή λων.

Ax

Ax AB

AB ν

ν ⋅ AB ν AB

​ ⋅
ν

1
AB ν AB

​ ⋅
ν

μ
AB μ, ν μ ⋅ ​AB(

ν

1 ) AB ν μ

λ ⋅ AB
λ ​ ⋅2 AB 0 ⋅ AB
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Πλευρά και διαγώνιος τετραγώνου

Λόγος δύο ευθύγραμμων τμημάτων

Δηλαδή  ο λόγος απαντά  στην ερώ τηση: πόσες φορές το  κάνει το ; Στο παραπά νω σχή μα , ενώ  .

Κά ποια ά μεσα συμπερά σματα του ορισμού :

Αν , τό τε .

, ενώ  .

Αν  είναι το μέσο του , τό τε  και .

Μέτρηση και μήκος — ο λόγος δεν εξαρτάται από τη μονάδα

Αν διαλέξουμε ένα σταθερό  τμή μα  ως μονάδα μέτρησης, τό τε ο λόγος  λέγεται μήκος του  (με μονά δα το ). Όταν

λοιπό ν γρά φουμε «  cm», εννοού με ό τι .

Ένα σημαντικό  γεγονό ς είναι ό τι ο λόγος δύ ο τμημά των ισούται με τον λόγο των μηκών τους, ό ποια μονά δα κι αν

χρησιμοποιή σουμε, αρκεί να είναι η ίδια και για τα δύ ο τμή ματα: αν  και , τό τε .

Σύμμετρα και ασύμμετρα τμήματα

Δύ ο τμή ματα λέγονται σύμμετρα αν ο λόγος τους είναι ρητός αριθμό ς, δηλαδή  αν υπά ρχει ένα κοινό  «μικρό » τμή μα που χωρά ει
ακέραιες φορές και στα δύ ο. Αν ο λόγος τους είναι ά ρρητος, λέγονται ασύμμετρα.

Το πιο διά σημο παρά δειγμα ασύ μμετρων τμημά των είναι η πλευρά και η διαγώνιος ενός
τετραγώνου. Αν η πλευρά  είναι , από  το Πυθαγό ρειο θεώ ρημα η διαγώ νιος είναι , οπό τε ο
λόγος τους είναι , που είναι ά ρρητος. Όσο μικρή  κι αν πά ρουμε μια «κοινή  μονά δα», δεν θα
χωρέσει ποτέ ακέραιες φορές και στα δύ ο τμή ματα.

ΟΡΙΣΜΟΣ — Λόγος τμημάτων

Αν για δύ ο τμή ματα  και  ισχύ ει , τό τε ο θετικό ς αριθμό ς  λέγεται λόγος του  προς το  και
γρά φουμε

Λέγεται επίσης λόγος του  προς το  ή  απλώ ς «λόγος  προς ».

AB ΓΔ ΓΔ = λ ⋅ AB λ ΓΔ AB

λ = ​.
AB
ΓΔ

ΓΔ AB ΓΔ AB

AB ΓΔ ​ =
AB
ΓΔ

​

4
3

​ =
ΓΔ
AB

​

3
4

​ =
AB
ΓΔ

λ ​ =
ΓΔ
AB

​

λ

1

​ =
AB
ΓΔ

1 ⟺ ΓΔ = AB ​ >
AB
ΓΔ

1 ⟺ ΓΔ > AB

M AB ​ =
AB
AM

​

2
1

=
MB
AB

2

ε ​

ε

AB
AB ε

AB = 5 AB = 5 ⋅ (1 cm)

AB = α ⋅ ε ΓΔ = γ ⋅ ε ​ =
AB
ΓΔ

​

α

γ

ΠΡΟΣΟΧΗ!

Ο λόγος δύ ο τμημά των είναι καθαρός αριθμός — δεν έχει μονά δα μέτρησης. Για να τον υπολογίσεις από  τα μή κη, τα μή κη
πρέπει να είναι εκφρασμένα στην ίδια μονάδα.

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Διαφορετικές μονάδες

 cm,  mm. Ο μαθητή ς γρά φει: ✗ .

✓ Σωστά : , ά ρα .

AB = 3 ΓΔ = 50 ​ =
ΓΔ
AB

50
3

ΓΔ = 50 mm = 5 cm ​ =
ΓΔ
AB

​

5
3

α α ​2
​2

ΛΙΓΗ ΙΣΤΟΡΙΑ

Η ανακά λυψη των ασύ μμετρων μεγεθώ ν αποδίδεται στους Πυθαγόρειους (5ος αι. π.Χ.) και
προκά λεσε πραγματική  κρίση: μέχρι τό τε πίστευαν ό τι «ό λα είναι αριθμό ς», δηλαδή  λόγος
ακεραίων. Η θεωρία των λόγων του Ευδό ξου, που διασώ ζεται στο Ε΄ βιβλίο των
«Στοιχείων» του Ευκλείδη, έδωσε την αυστηρή  λύ ση στο πρόβλημα.
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Χρήση του ορισμού

Δίνεται τμή μα  cm. Να βρεθεί το τμή μα  για το οποίο , καθώ ς και ο λόγος .

ΛΥΣΗ

Από  τον ορισμό ,  cm. Ο αντίστροφος λόγος είναι  — δηλαδή  ο

αντίστροφος του , ό πως περιμέναμε.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Σημεία πάνω σε ευθεία

Τα σημεία  βρίσκονται με αυτή  τη σειρά  πά νω σε μια ευθεία και ισχύ ει

. Να βρεθού ν οι λόγοι  και . Αν επιπλέον , να

βρεθού ν τα  και .

ΛΥΣΗ

Αφού  , μπορού με να θέσουμε  και  για κά ποιο . Επειδή  το  είναι ανά μεσα στα  και

, έχουμε . Επομένως

Αν , τό τε , ά ρα , οπό τε  και .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Κατασκευή τμήματος

Δίνεται τμή μα . Να κατασκευαστεί τμή μα .

ΛΥΣΗ

Χωρίζουμε το  σε 3 ίσα μέρη με την κατασκευή  της ημιευθείας και των παραλλή λων. Αν  είναι η αρχή  του τμή ματος
και  τα σημεία διαίρεσης (με ), τό τε το  είναι ίσο με δύ ο από  τα τρία ίσα μέρη, δηλαδή

. Άρα .

ΣΥΝΟΨΗ — Τα βασικά του μαθήματος

Έννοια Τι κρατάμε

Διαίρεση σε  ίσα μέρη ημιευθεία,  ίσα τμήματα, παράλληλες

χωρίζω το  σε  μέρη, παίρνω τα 

σημαίνει 

Λόγος καθαρό ς αριθμό ς, ίδιος για κάθε (κοινή ) μονάδα

Σύ μμετρα / ασύ μμετρα ρητό ς / άρρητος λόγος

ν ν

​
⋅

ν

μ
AB AB ν μ

​ =
AB
ΓΔ

λ ΓΔ = λ ⋅ AB

AB = 15 ΓΔ ​ =
AB
ΓΔ

​

5
4

​

ΓΔ
AB

ΓΔ = ​ ⋅
5
4

AB = ​ ⋅
5
4

15 = 12 ​ =
ΓΔ
AB

​ =
12
15

​

4
5

​

5
4

A, B, Γ

​ =
BΓ
AB

​

4
3

​

AΓ
AB

​

BΓ
AΓ

AΓ = 28

AB BΓ

​ =
BΓ
AB

​

4
3

AB = 3κ BΓ = 4κ κ > 0 B A

Γ AΓ = AB + BΓ = 7κ

​ =
AΓ
AB

​ =
7κ
3κ

​, ​ =
7
3

BΓ
AΓ

​ =
4κ
7κ

​.
4
7

AΓ = 28 7κ = 28 κ = 4 AB = 12 BΓ = 16

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Η τεχνική του «κ»

Όταν δίνεται ένας λόγος , γρά φουμε ,  με . Έτσι μετατρέπουμε τον λόγο σε δύ ο απλές

εκφρά σεις με έναν ά γνωστο και ό λα γίνονται ά λγεβρα πρώ του βαθμού .

​ =
y

x
​

n

m
x = mκ y = nκ κ > 0

α x = ​α
3
2

α A
X ​, X ​1 2 AX ​ =1 X ​X ​ =1 2 X ​B2 AX ​2

AX ​ =2 ​α
3
2

x = AX ​2
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Ο λόγος δεν αλλάζει με τη μονάδα

Ένα τμή μα  έχει μή κος 2,4 dm και ένα τμή μα  έχει μή κος 360 mm. Να βρεθεί ο λόγος  χρησιμοποιώ ντας (α)

εκατοστά  (β) χιλιοστά .

ΛΥΣΗ

(α)  cm,  cm, ά ρα .

(β)  mm,  mm, ά ρα .

Το αποτέλεσμα είναι, φυσικά , το ίδιο: ο λόγος δεν εξαρτά ται από  τη μονά δα, αρκεί να είναι κοινή .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Μέσα τμημάτων

Δίνεται τμή μα ,  το μέσο του και  το μέσο του . Να βρεθού ν οι

λόγοι ,  και .

ΛΥΣΗ

Θέτουμε . Τό τε  και . Επομένως  και

Παρατή ρησε πώ ς η επιλογή   (αντί για ) μας γλίτωσε από  τα κλά σματα.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Δίνεται τμή μα . Να βρεθεί τμή μα  τέτοιο ώ στε: (α)  (β) .

→ Λύση 7.1–7.3/1

2

●○○

Ένα τμή μα έχει μή κος 1,5 m και ένα ά λλο 75 cm. Να βρεθεί ο λόγος του πρώ του προς το δεύ τερο και ο λόγος του
δεύ τερου προς το πρώ το.

→ Λύση 7.1–7.3/2

3

●○○

Σημεία  βρίσκονται με αυτή  τη σειρά  σε ευθεία, με  και . Να βρεθού ν οι λόγοι , , .

→ Λύση 7.1–7.3/3

4

●●○

Σημεία  βρίσκονται με αυτή  τη σειρά  σε ευθεία, ώ στε . Να βρεθεί ο λόγος . Αν , να βρεθεί το

.

→ Λύση 7.1–7.3/4

5

●●○

Δίνεται τμή μα  και σημεία  του  τέτοια ώ στε . Αν  είναι το μέσο του , να υπολογίσετε

τους λόγους  και .

→ Λύση 7.1–7.3/5

AB ΓΔ ​

ΓΔ
AB

AB = 24 ΓΔ = 36 ​ =
ΓΔ
AB

​ =
36
24

​

3
2

AB = 240 ΓΔ = 360 ​ =
ΓΔ
AB

​ =
360
240

​

3
2

AB M N MB

​

AB
AN

​

NB
AM

​

AN
MN

AB = 4κ AM = MB = 2κ MN = NB = κ AN = AM + MN = 3κ

​ =
AB
AN

​, ​ =
4
3

NB
AM

​ =
κ

2κ
2, ​ =

AN
MN

​ =
3κ
κ

​.
3
1

AB = 4κ AB = κ

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Θέλεις να δεις την κατασκευή  της διαίρεσης τμήματος βήμα-βήμα, σε κινού μενο σχήμα; Στο mathgreece.com θα βρεις
πλήρη θεωρία και βίντεο για κάθε μάθημα, εντελώ ς δωρεάν.

Μάθημα 7.1–7.3 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

AB = 20 ΓΔ ​ =
AB
ΓΔ

​

4
3

​ =
ΓΔ
AB

​

2
5

A, B, Γ AB = 6 BΓ = 10 ​

BΓ
AB

​

AΓ
AB

​

AΓ
BΓ

A, B, Γ ​ =
AΓ
AB

​

9
2

​

BΓ
AB

BΓ = 21

AΓ

AB Γ, Δ AB AΓ = ΓΔ = ΔB M AB

​

AB
ΓM

​

AΔ
ΓM
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6

●●○

Να περιγρά ψετε πώ ς κατασκευά ζεται, με κανό να και διαβή τη, τμή μα , ό που  δοσμένο τμή μα.

→ Λύση 7.1–7.3/6

7

●●○

Ένα ορθογώ νιο έχει πλευρές  και  με  και περίμετρο 50. Να βρεθού ν οι πλευρές του.

→ Λύση 7.1–7.3/7

8

●●●

Σημεία  βρίσκονται με αυτή  τη σειρά  σε ευθεία, ώ στε  και . Να βρεθεί ο λόγος .

→ Λύση 7.1–7.3/8

x = ​α
4
5

α

α β ​ =
β

α
​

2
3

A, B, Γ, Δ ​ =
BΓ
AB

​

2
1

​ =
ΓΔ
BΓ

​

3
4

​

BΔ
AΓ
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Αναλογίες
Μ Α Θ Η Μ Α  7 . 4 – 7 . 5

Ανάλογα τμήματα – Αναλογίες

Τι σημαίνει «ανάλογα»

Μια ισό τητα δύ ο λόγων λέγεται αναλογία. Στην αναλογία :

τα  και  λέγονται άκροι όροι, ενώ  τα  και  μέσοι όροι·

το  λέγεται τέταρτη ανάλογος των  (με αυτή  τη σειρά )·

αν οι μέσοι ό ροι είναι ίσοι, δηλαδή  , το  λέγεται μέση ανάλογος των  και · τό τε , δηλαδή  .

Οι ιδιότητες των αναλογιών

Ας θεωρή σουμε την αναλογία  με θετικού ς ό ρους. Ισχύ ουν οι εξή ς ιδιό τητες· οι τρεις πρώ τες είναι ισοδυναμίες, δηλαδή

ισχύ ουν και αντίστροφα.

ZQL1ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7

ΟΡΙΣΜΟΣ — Ανάλογα τμήματα

Τα τμή ματα  λέγονται ανάλογα προς τα τμή ματα  ό ταν

Γενικό τερα, τα τμή ματα  είναι ανά λογα προς τα  ό ταν

Ο κοινό ς αυτό ς αριθμό ς  λέγεται λόγος της αναλογίας.

α,β γ, δ

​ =
β

α
​.

δ

γ

α ​,α ​, … ,α ​1 2 ν β ​,β ​, … ,β ​1 2 ν

​ =
β ​1

α ​1
​ =

β ​2

α ​2 ⋯ = ​ =
β ​ν

α ​ν
λ.

λ

​ =
β

α
​

δ

γ

α δ β γ

δ α,β, γ

​ =
x

α
​

β

x
x α β x =2 αβ x = ​αβ

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Επειδή  μετά  την επιλογή  μονά δας κά θε τμή μα αντιστοιχεί σε έναν θετικό  αριθμό  (το μή κος του), ό λες οι ιδιό τητες των
αναλογιώ ν που ξέρουμε από  την Άλγεβρα για θετικού ς αριθμού ς ισχύ ουν αυτού σιες και για τα τμή ματα. Γι' αυτό
δουλεύ ουμε τα ευθύ γραμμα τμή ματα σαν αριθμού ς.

​ =
β

α
​

δ

γ

ΘΕΩΡΗΜΑ — Ιδιότητες αναλογιών

1. Γινόμενο άκρων = γινόμενο μέσων: .

2. Εναλλαγή όρων: .

3. Πρόσθεση/αφαίρεση παρονομαστών:  (η τελευταία με

 ό ταν μιλά με για τμή ματα).

4. Ιδιότητα ίσων λόγων: αν , τό τε

​ =
β

α
​ ⟺

δ

γ
αδ = βγ

​ =
β

α
​ ⟺

δ

γ
​ =

γ

α
​ ⟺

δ

β
​ =

β

δ
​ ⟺

α

γ
​ =

α

β
​

γ

δ

​ =
β

α
​ ⟺

δ

γ
​ =

β

α + β
​ ⟺

δ

γ + δ
​ =

β

α − β
​

δ

γ − δ

α = β

​ =
β ​1

α ​1
​ =

β ​2

α ​2 ⋯ = ​ =
β ​ν

α ​ν
λ

​ =
β ​ + β ​ + ⋯ + β ​1 2 ν

α ​ + α ​ + ⋯ + α ​1 2 ν
λ.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

(1) Πολλαπλασιά ζουμε και τα δύ ο μέλη της  με  και παίρνουμε · αντίστροφα, διαιρού με την 

 με .

(2) Κά θε μία από  τις ισό τητες ισοδυναμεί, λόγω του (1), με την ίδια σχέση .

(3) . Όμοια με αφαίρεση του 1.

​ =
β

α
​

δ

γ
βδ = 0 αδ = βγ αδ =

βγ βδ

αδ = βγ

​ =
β

α
​ ⟺

δ

γ
​ +

β

α
1 = ​ +

δ

γ
1 ⟺ ​ =

β

α + β
​

δ

γ + δ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 · ΑΝΑΛΟΓΙΕΣ Μάθημα 7.4–7.5 · Ανάλογα τμήματα – Αναλογίες

13mathgreece.com · δωρεάν πλήρες φροντιστήριο Γεωμετρία Β΄ Λυκείου · Πλήρες βοήθημα

https://mathgreece.com


∎

∎

Τέταρτη ανάλογος και μέση ανάλογος στην πράξη

α = 4

β = 9

x = 6

Μέση ανάλογος: x² = α·β

α = 2 β = 5

γ = 3 x = 7,5

Τέταρτη ανάλογος: α/β = γ/x

Τέταρτη ανάλογος των  είναι το  με , οπό τε .

Μέση ανάλογος των  είναι το  με , οπό τε .

Το πώ ς κατασκευάζονται αυτά  τα τμή ματα με κανό να και διαβή τη θα το δού με στο θεώ ρημα του Θαλή  (τέταρτη ανά λογος)
και στις μετρικές σχέσεις του Κεφαλαίου 9 (μέση ανά λογος).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Τέταρτη και μέση ανάλογος

Να βρεθεί: (α) η τέταρτη ανά λογος των τμημά των  (β) η μέση ανά λογος των τμημά των  και .

ΛΥΣΗ

(α) Ζητά με  με . Γινό μενο ά κρων = γινό μενο μέσων: , ά ρα .

(β) Ζητά με  με , δηλαδή  . Επειδή  το  είναι μή κος (θετικό ), .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Λόγος και άθροισμα

Δύ ο τμή ματα  έχουν ά θροισμα  και ισχύ ει . Να βρεθού ν.

ΛΥΣΗ

1ος τρόπος (ιδιότητα (3)). Από   έχουμε , δηλαδή  , ά ρα  και .

2ος τρόπος (το «κ»). , , οπό τε , , , .

∎

(4) Από  την υπό θεση , , …, . Προσθέτοντας κατά  μέλη: , που
είναι το ζητού μενο.

α ​ =1 λβ ​1 α ​ =2 λβ ​2 α ​ =ν λβ ​ν α ​ +1 ⋯ + α ​ =ν λ(β ​ +1 ⋯ + β ​)ν

ΠΟΡΙΣΜΑ — Μια χρήσιμη γενίκευση της (4)

Αν , τό τε για οποιουσδή ποτε θετικού ς  ισχύ ει . Επίσης, αν , ισχύ ει και .​ =
β

α
​ =

δ

γ
λ κ,μ ​ =

κβ + μδ

κα + μγ
λ α = γ ​ =

β − δ

α − γ
λ

ΠΡΟΣΟΧΗ!

Η ιδιό τητα (3) ζητά  να προσθέτουμε τον παρονομαστή στον αριθμητή  στους δύο λόγους. Δεν επιτρέπεται να

προσθέσουμε τον ίδιο αριθμό  σε ό ρους: από  την  δεν προκύ πτει . (Δοκίμασε : είναι .)​ =
β

α
​

δ

γ
​ =

β + 1
α + 1

​

δ + 1
γ + 1

​ =
2
1

​

4
2

​ =
3
2

 ​

5
3

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Λάθος «πρόσθεση κλασμάτων»

Από   ο μαθητή ς γρά φει ✗ .

✓ Η ιδιό τητα των ίσων λόγων δίνει  — ο λόγος δεν αλλάζει. Θυμή σου: «προσθέτουμε αριθμητές με αριθμητές

και παρονομαστές με παρονομαστές και ο λόγος μένει ο ίδιος».

​ =
β

α
​ =

δ

γ
λ ​ =

β + δ

α + γ
​ +

β

α
​ =

δ

γ
2λ

​ =
β + δ

α + γ
λ

α,β, γ x ​ =
β

α
​

x

γ
x = ​

α

βγ

α,β x ​ =
x

α
​

β

x
x = ​αβ

4, 6, 10 3 12

x ​ =
6
4

​

x

10
4x = 60 x = 15

x ​ =
x

3
​

12
x

x =2 36 x x = 6

x, y 35 ​ =
y

x
​

5
2

​ =
y

x
​

5
2

​ =
y

x + y
​

5
2 + 5

​ =
y

35
​

5
7

y = 25 x = 10

x = 2κ y = 5κ 7κ = 35 κ = 5 x = 10 y = 25
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∎

∎

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Τρία τμήματα σε αναλογία

Τρία τμή ματα  είναι ανά λογα των αριθμώ ν  και έχουν ά θροισμα . Να βρεθού ν, και να εξεταστεί αν μπορού ν
να είναι πλευρές τριγώ νου.

ΛΥΣΗ

Ισχύ ει . Από  την ιδιό τητα των ίσων λόγων:

Άρα , , . Επειδή   (το μεγαλύ τερο μικρό τερο από  το ά θροισμα των ά λλων δύ ο),
υπά ρχει τρίγωνο με αυτές τις πλευρές. Μά λιστα , ά ρα είναι ορθογώνιο — αλλά  αυτό  θα το
εκτιμή σουμε περισσό τερο στο Κεφά λαιο 9.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Απόδειξη με αναλογίες

Αν , να αποδειχθεί ό τι .

ΛΥΣΗ

Θέτουμε , οπό τε  και . Τό τε

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Αναλογία πάνω σε ευθεία

Σε ευθεία παίρνουμε διαδοχικά  σημεία  με  και . Να βρεθεί το .

ΛΥΣΗ

Θέτουμε . Τό τε  και η σχέση γίνεται . Γινό μενο ά κρων–μέσων: , ά ρα .

Δηλαδή   και το  είναι το μέσο του .

α,β, γ 3, 4, 5 60

​ =
3
α

​ =
4
β

​

5
γ

​ =
3
α

​ =
4
β

​ =
5
γ

=
3 + 4 + 5
α + β + γ

​ =
12
60

5.

α = 15 β = 20 γ = 25 25 < 15 + 20
15 +2 20 =2 625 = 252

​ =
β

α
​

δ

γ
​ =

2γ + 3δ
2α + 3β

​

δ

β

​ =
β

α
​ =

δ

γ
λ α = λβ γ = λδ

​ =
2γ + 3δ
2α + 3β

​ =
2λδ + 3δ
2λβ + 3β

​ =
δ(2λ + 3)
β(2λ + 3)

​.
δ

β

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Πώς αποδεικνύουμε σχέσεις αναλογιών

Ο πιο ασφαλή ς δρό μος είναι σχεδό ν πά ντα ο ίδιος: θέτουμε τον κοινό λόγο ίσο με , εκφρά ζουμε τους αριθμητές μέσω
των παρονομαστώ ν ( , ) και αντικαθιστού με. Τα υπό λοιπα είναι απλή  Άλγεβρα.

λ

α = λβ γ = λδ

A, B, Γ ​ =
BΓ
AB

​

6
AΓ

BΓ = 3 AB

AB = x AΓ = x + 3 ​ =
3
x

​

6
x + 3

6x = 3x + 9 x = 3

AB = 3 B AΓ

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Οι αναλογίες είναι το «αλφάβητο» ό λου του κεφαλαίου. Αν θέλεις επανάληψη στις αλγεβρικές ιδιό τητές τους με επιπλέον
λυμένα θέματα, θα τη βρεις στο mathgreece.com, στο δωρεάν φροντιστήριο.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 · ΑΝΑΛΟΓΙΕΣ Μάθημα 7.4–7.5 · Ανάλογα τμήματα – Αναλογίες

15mathgreece.com · δωρεάν πλήρες φροντιστήριο Γεωμετρία Β΄ Λυκείου · Πλήρες βοήθημα

https://mathgreece.com/
https://mathgreece.com


ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρεθεί το  σε καθεμία από  τις αναλογίες: (α)  (β)  (γ) .

→ Λύση 7.4–7.5/1

2

●○○

Να βρεθεί η τέταρτη ανά λογος των τμημά των  και η μέση ανά λογος των τμημά των  και .
→ Λύση 7.4–7.5/2

3

●○○

Οι πλευρές ενό ς τριγώ νου είναι ανά λογες των αριθμώ ν  και η περίμετρό ς του είναι . Να βρεθού ν οι πλευρές.

→ Λύση 7.4–7.5/3

4

●●○

Αν , να αποδείξετε ό τι , ό που .

→ Λύση 7.4–7.5/4

5

●●○

Αν , να αποδείξετε ό τι .

→ Λύση 7.4–7.5/5

6

●●○

Δύ ο τμή ματα έχουν διαφορά   και λόγο . Να βρεθού ν.

→ Λύση 7.4–7.5/6

7

●●○

Τα τμή ματα  ικανοποιού ν  και . Να βρεθού ν.

→ Λύση 7.4–7.5/7

8

●●●

Αν το τμή μα  είναι μέση ανά λογος των  και , να αποδείξετε ό τι . Πό τε ισχύ ει η ισό τητα; (Η μέση ανά λογος

δεν ξεπερνά  τον μέσο ό ρο.)
→ Λύση 7.4–7.5/8

Μάθημα 7.4–7.5 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

x ​ =
8
x

​

12
9

​ =
x

5
​

20
x

​ =
x

x + 2
​

5
7

6, 9, 14 2 18

2, 3, 4 36

​ =
β

α
​

δ

γ
​ =

β + δ

α + γ
​

β − δ

α − γ
β = δ

​ =
β

α
​

δ

γ
​ =

β + δ2 2

α + γ2 2
​

βδ

αγ

12 ​

4
7

x, y, z ​ =
2
x

​ =
5
y

​

6
z

3x + y − z = 10

x α β x ≤ ​

2
α + β
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ΜΑ = 3ΜΑ = 3 ΜΒ = 5ΜΒ = 5

ΑΑ ΒΒΜΜ

Το Μ διαιρεί εσωτερικά το ΑΒ σε λόγο λ

Αναλογίες

Μ Α Θ Η Μ Α  7 . 6

Διαίρεση τμήματος εσωτερικά και εξωτερικά σε
δοσμένο λόγο

Εσωτερική διαίρεση

Στο σχή μα το  διαιρεί εσωτερικά  το  σε λόγο . Το μέσο ενό ς τμή ματος το διαιρεί εσωτερικά  σε λόγο .

Εξωτερική διαίρεση

ΝΑΝΑ

ΝΒΝΒ

ΑΑ ΒΒ ΝΝ

λ > 1: το Ν είναι πέρα από το Β

ΝΑΝΑ

ΝΒΝΒ

ΑΑ ΒΒΝΝ

λ < 1: το Ν είναι πέρα από το Α

ZQL2ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7

ΟΡΙΣΜΟΣ — Εσωτερική διαίρεση

Λέμε ό τι ένα σημείο  του τμή ματος  διαιρεί εσωτερικά το  σε
λόγο , ό ταν

M AB AB
λ > 0

​ =
MB
MA

λ.

M AB ​

5
3

1

ΘΕΩΡΗΜΑ — Μοναδικότητα του σημείου εσωτερικής διαίρεσης

Για κά θε θετικό  αριθμό   υπά ρχει ένα μόνο σημείο  που διαιρεί εσωτερικά  το  σε λόγο , και ισχύ ειλ M AB λ

MA = ​ AB, MB =
λ + 1
λ

​ AB.
λ + 1

1

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Αν , τό τε από  την ιδιό τητα (3) των αναλογιώ ν . Επειδή  το  είναι εσωτερικό  σημείο, 

, οπό τε . Το μή κος  είναι λοιπό ν καθορισμένο, και πά νω στο τμή μα  υπά ρχει ένα μό νο

σημείο σε τό ση από σταση από  το . Αντίστροφα, το σημείο αυτό  δίνει , ά ρα .

​ =
MB
MA

λ ​ =
MA + MB

MA
​

λ + 1
λ

M MA +

MB = AB MA = ​AB
λ + 1
λ

MA AB

A MB = AB − MA = ​AB
λ + 1

1
​ =

MB
MA

λ

ΟΡΙΣΜΟΣ — Εξωτερική διαίρεση

Λέμε ό τι ένα σημείο  της ευθείας , έξω από  το τμή μα , διαιρεί εξωτερικά  το  σε λόγο , ό τανN AB AB AB λ > 0

​ =
NB
NA

λ.

ΘΕΩΡΗΜΑ — Ύπαρξη και μοναδικότητα του σημείου εξωτερικής διαίρεσης

Για κά θε θετικό   υπά ρχει ένα μόνο σημείο  που διαιρεί εξωτερικά  το  σε λόγο . Αν , το  βρίσκεται στην
προέκταση προς το  και

Αν , το  βρίσκεται στην προέκταση προς το . Για  δεν υπάρχει τέτοιο σημείο.

λ = 1 N AB λ λ > 1 N
B

NB = ​, NA =
λ − 1
AB

​AB.
λ − 1
λ

λ < 1 N A λ = 1

ΑΠΟΔΕΙΞΗ
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μμ

νν

νν

ΑΑ ΒΒ

ΚΚ

ΛΛ

Λ'Λ'

ΜΜ ΝΝ

Εσωτερική (Μ) και εξωτερική (Ν) διαίρεση σε λόγο μ/ν

Κατασκευή με κανόνα και διαβήτη

Έστω ό τι θέλουμε να διαιρέσουμε το  σε λόγο , ό που  δοσμένα

τμή ματα.

1. Από  τα  και  φέρνουμε δύ ο παράλληλες ευθείες.

2. Στην πρώ τη παίρνουμε .

3. Στη δεύ τερη παίρνουμε  αντίθετα από  το  (για εσωτερική
διαίρεση) και  προς την ίδια μεριά με το  (για εξωτερική ).

4. Οι ευθείες  και  τέμνουν την  στα ζητού μενα σημεία  και .

Γιατί δουλεύ ει: τα τρίγωνα  και  έχουν , οπό τε (θα το αποδείξουμε στο επό μενο μά θημα με το θεώ ρημα του

Θαλή , ή  στο Κεφά λαιο 8 με ομοιό τητα) . Ομοίως .

Αρμονικά συζυγή σημεία

∎

Έστω . Τό τε , ά ρα το  είναι πιο κοντά  στο , δηλαδή  στην προέκταση του  προς το . Εκεί 

, οπό τε η  γίνεται , δηλαδή  : μια συγκεκριμένη από σταση από  το ,

ά ρα ένα μό νο σημείο. Η περίπτωση  είναι συμμετρική  (εναλλά σσουμε τους ρό λους των  και ). Για  θα έπρεπε
, δηλαδή  το  να είναι το μέσο του , που ό μως είναι εσωτερικό  σημείο — ά τοπο.

λ > 1 NA > NB N B AB B NA =

AB + NB ​ =
NB
NA

λ AB + NB = λ ⋅ NB NB = ​

λ − 1
AB

B

λ < 1 A B λ = 1
NA = NB N AB

ΠΡΟΣΟΧΗ!

Πριν γρά ψεις οποιαδή ποτε σχέση για εξωτερική  διαίρεση, σχεδίασε πού βρίσκεται το σημείο. Αν  το σημείο είναι
«από  τη μεριά » του , αν  από  τη μεριά  του . Η σχέση  ισχύ ει μό νο στην πρώ τη περίπτωση· στη
δεύ τερη ισχύ ει .

λ > 1
B λ < 1 A NA = AB + NB

NB = AB + NA

AB ​

ν

μ
μ, ν

A B

AK = μ

BΛ = ν K
BΛ =′ ν K

KΛ KΛ′ AB M N

MAK MBΛ AK ∥ BΛ

​ =
MB
MA

​ =
BΛ
AK

​

ν

μ
​ =

NB
NA

​ =
BΛ′

AK
​

ν

μ

ΟΡΙΣΜΟΣ — Αρμονική τετράδα

Αν τα σημεία  και  διαιρού ν το τμή μα  εσωτερικά  και εξωτερικά  στον ίδιο λόγο, δηλαδή

λέμε ό τι τα  είναι συζυγή αρμονικά των  και ό τι τα  αποτελού ν αρμονική τετράδα.

M N AB

​ =
MB
MA

​ =
NB
NA

λ (λ = 1),

M, N A, B A, B, M, N

ΘΕΩΡΗΜΑ — Η σχέση είναι «αμφίδρομη»

Αν τα  είναι συζυγή  αρμονικά  των , τό τε και τα  είναι συζυγή  αρμονικά  των , δηλαδή  .M, N A, B A, B M, N ​ =
AN
AM

​

BN
BM

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Από  την  με εναλλαγή  των μέσων ό ρων παίρνουμε , δηλαδή  . Το  είναι εσωτερικό  ή

εξωτερικό  σημείο του  και το  το ά λλο, ά ρα τα  διαιρού ν το  εσωτερικά  και εξωτερικά  στον ίδιο λόγο.

​ =
MB
MA

​

NB
NA

​ =
NA
MA

​

NB
MB

​ =
AN
AM

​

BN
BM

A

MN B A, B MN

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Δύο κομψές σχέσεις (για τον φιλομαθή)

Έστω , οπό τε το  είναι πέρα από  το , και  το μέσο του . Τό τε ισχύ ουν:

Η πρώ τη αποδεικνύ εται αντικαθιστώ ντας  και : 

. Η δεύ τερη (σχέση του Νεύ τωνα) αφή νεται ως ά σκηση.

λ > 1 N B O AB

​ =
AB
2

​ +
AM

1
​ και OB =

AN
1 2 OM ⋅ ON.

AM = ​AB
λ + 1
λ

AN = ​AB
λ − 1
λ

​ +
AM

1
​ =

AN
1

​ =
λ ⋅ AB

(λ + 1) + (λ − 1)

​

AB
2
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ΝΝ ΑΑ ΜΜ ΒΒ
1818 4,54,5 7,57,5

∎

∎

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Υπολογισμός σημείων διαίρεσης

Δίνεται τμή μα . Να βρεθού ν οι θέσεις των σημείων  και  που διαιρού ν το  εσωτερικά  και εξωτερικά  σε λόγο

, καθώ ς και η από σταση .

ΛΥΣΗ

Εσωτερικό σημείο. , οπό τε  και

.

Εξωτερικό σημείο. Επειδή  , το  είναι στην προέκταση προς το , με . Από  :

, ά ρα  και .

Τα  και  βρίσκονται εκατέρωθεν του , ά ρα .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Αρμονική τετράδα με αριθμούς

Σε ευθεία παίρνουμε διαδοχικά  σημεία  με , , . Να εξεταστεί αν τα  είναι συζυγή
αρμονικά  των .

ΛΥΣΗ

Έχουμε  και . Οι λόγοι είναι ίσοι, ά ρα ναι, τα  αποτελού ν

αρμονική  τετρά δα. Έλεγχος με τον τύ πο: . ✓

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Λόγος από θέση

Το σημείο  διαιρεί εσωτερικά  το  σε λόγο  και το  είναι το μέσο του . Σε ποιον λόγο διαιρεί το  το τμή μα ;

ΛΥΣΗ

Θέτουμε , , οπό τε . Το  είναι μέσο του : . Άρα 

 και . Το  διαιρεί εσωτερικά  το  σε λόγο .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Δίνεται . Να βρεθεί το σημείο  που διαιρεί εσωτερικά  το  σε λόγο  και το σημείο  που το διαιρεί

εξωτερικά  στον ίδιο λόγο.
→ Λύση 7.6/1

AB = 12 M N AB

​

5
3

MN

​ =
MB
MA

​

5
3

MA = ​ ⋅
8
3

12 = 4,5

MB = 7,5

λ = ​ <
5
3

1 N A NB = NA + 12 ​ =
NA + 12

NA
​

5
3

5NA = 3NA + 36 NA = 18 NB = 30

N M A MN = NA + AM = 18 + 4,5 = 22,5

A, M, B, N AM = 4 MB = 2 BN = 6 M, N
A, B

​ =
MB
MA

​ =
2
4

2 ​ =
NB
NA

​ =
6

4 + 2 + 6
​ =

6
12

2 A, B, M, N

​ +
AM

1
​ =

AN
1

​ +
4
1

​ =
12
1

​ =
12
4

​ =
3
1

​ =
6
2

​

AB
2

M AB ​

3
2

N MB N AB

MA = 2κ MB = 3κ AB = 5κ N MB MN = NB = 1,5κ NA = 2κ + 1,5κ =

3,5κ ​ =
NB
NA

​ =
1,5κ
3,5κ

​

3
7

N AB ​

3
7

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Λάθος θέση του εξωτερικού σημείου

«Το  διαιρεί εξωτερικά  το  σε λόγο .» Ο μαθητή ς γρά φει ✗ , οπό τε  — και

βρίσκει αρνητικό  μή κος!

✓ Αφού  , ισχύ ει : το  είναι πέρα από  το  και . Τό τε , .

N AB = 10 ​

4
1

NA = AB + NB NB ⋅ ​ =
4
1

10 + NB

λ = ​ <
4
1

1 NA < NB N A NB = NA + 10 4NA = NA + 10 NA = ​

3
10

Μάθημα 7.6 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

AB = 15 M AB ​

3
2

N
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2

●○○

Ένα σημείο  του τμή ματος  απέχει από  το  από σταση . Σε ποιον λόγο διαιρεί το ; Υπά ρχει σημείο της
ευθείας  που διαιρεί εξωτερικά  το  στον ίδιο λόγο;

→ Λύση 7.6/2

3

●●○

Σε ευθεία δίνονται διαδοχικά  τα σημεία  με  και . Να βρεθεί το μή κος , ώ στε τα  να
είναι συζυγή  αρμονικά  των .

→ Λύση 7.6/3

4

●●○

Αν το  διαιρεί εσωτερικά  το  σε λόγο , να αποδείξετε ό τι  και να βρείτε τον λόγο . Εφαρμογή :

.

→ Λύση 7.6/4

5

●●○

Τα  διαιρού ν το  εσωτερικά  και εξωτερικά  σε λόγο . Να βρεθεί το  και να επαληθευτεί ό τι 

.

→ Λύση 7.6/5

6

●●○

Να αποδείξετε ό τι, αν τα  είναι συζυγή  αρμονικά  των  με λόγο  και  το μέσο του , τό τε 
.

→ Λύση 7.6/6

7

●●●

Δίνεται τμή μα  και σημείο  που το διαιρεί εσωτερικά  σε λόγο . Αν  είναι το μέσο του , να αποδείξετε ό τι

.

→ Λύση 7.6/7

M AB = 20 A 8 AB
AB AB

A, M, B, N AM = 6 MB = 3 BN M, N
A, B

M AB λ ​ =
AB
AM

​

λ + 1
λ

​

AB
MB

λ = ​

4
3

M, N AB = 8 3 MN ​ =
AB
2

​ +
AM

1
​

AN
1

M, N A, B λ > 1 O AB OB =2 OM ⋅
ON

AB M λ = 1 O AB

​ =
AB
OM

​

2(λ + 1)
∣λ − 1∣
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ε₁

ε₂

ε₃

δ₁ δ₂

ΑΑ

ΒΒ

ΓΓ

Α'Α'

Β'Β'

Γ'Γ'

Θεώρημα του Θαλή: ε₁ ∥ ε₂ ∥ ε₃

Αναλογίες
Μ Α Θ Η Μ Α  7 . 7

Θεώρημα του Θαλή

Το θεώρημα

Είναι ίσως το πιο γνωστό  θεώ ρημα της Γεωμετρίας μετά  το Πυθαγό ρειο, και η
«καρδιά » ό λου του κεφαλαίου.

Με εναλλαγή  μέσων ό ρων, η αναλογία γρά φεται ισοδύ ναμα και ως ,

 κ.λπ. Με λόγια: κάθε τμήμα της μιας ευθείας προς το αντίστοιχό του στην άλλη έχει τον ίδιο λόγο.

Το αντίστροφο

Το αντίστροφο του θεωρή ματος του Θαλή  ισχύ ει, αλλά  με μια προσεκτική  διατύ πωση: πρέπει να ξέρουμε ήδη ότι δύο από τις
τρεις ευθείες είναι παράλληλες.

ZQL3ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεώρημα του Θαλή

Αν τρεις (ή  περισσό τερες) παράλληλες ευθείες τέμνουν δύ ο ά λλες
ευθείες, τό τε ορίζουν σε αυτές τμή ματα ανάλογα. Δηλαδή , αν 
τέμνουν τη  στα  και τη  στα , τό τε

ε ​ ∥1 ε ​ ∥2 ε ​3

δ ​1 A, B, Γ δ ​2 A , B , Γ′ ′ ′

​ =
A B′ ′

AB
​ =

B Γ′ ′

BΓ
​.

A Γ′ ′

AΓ

​ =
BΓ
AB

​

B Γ′ ′

A B′ ′

​ =
AΓ
AB

​

A Γ′ ′

A B′ ′

ΑΠΟΔΕΙΞΗ — Ιδέα της απόδειξης

∎

Ας υποθέσουμε ό τι τα  και  είναι σύ μμετρα, π.χ. . Τό τε υπά ρχει τμή μα  με  και .

Χωρίζουμε το  σε 3 και το  σε 5 τμή ματα ίσα με  και από  κά θε σημείο διαίρεσης φέρνουμε παρά λληλη προς την .
Οι 9 παρά λληλες που προκύ πτουν ορίζουν 8 ίσα τμή ματα στη , ά ρα (θεώ ρημα της Α΄ Λυκείου) και 8 ίσα τμή ματα, έστω

ίσα με , στη . Από  αυτά , 3 σχηματίζουν το  και 5 το , οπό τε . Αποδεικνύ εται ό τι το

θεώ ρημα ισχύ ει και ό ταν ο λόγος είναι ά ρρητος, αλλά  η από δειξη αυτή  (με ό ρια) ξεφεύ γει από  τη σχολική  ύ λη.

AB BΓ ​ =
BΓ
AB

​

5
3

ε AB = 3ε BΓ = 5ε

AB BΓ ε ε ​1

δ ​1

ε′ δ ​2 A B′ ′ B Γ′ ′
​ =

B Γ′ ′

A B′ ′

​ =
5ε′

3ε′

​ =
5
3

​

BΓ
AB

ΛΙΓΗ ΙΣΤΟΡΙΑ

Ο Θαλή ς ο Μιλή σιος (περ. 624–546 π.Χ.) θεωρείται ο πρώ τος Έλληνας μαθηματικό ς και φιλόσοφος. Κατά  την παρά δοση
μέτρησε το ύ ψος της πυραμίδας του Χέοπα συγκρίνοντας τη σκιά  της με τη σκιά  ενό ς ραβδιού , την ώ ρα που «η σκιά  κά θε
πρά γματος είναι ίση με το ύ ψος του». Η ιδέα των ανά λογων τμημά των φαίνεται να είναι ή δη εκεί!

ΘΕΩΡΗΜΑ — Αντίστροφο του θεωρήματος του Θαλή

Δύ ο ευθείες ,  τέμνουν δύ ο παράλληλες ευθείες  στα σημεία  και  αντίστοιχα. Αν  και  είναι σημεία
των  και  (προς την ίδια μεριά  της ) τέτοια ώ στε

τό τε η ευθεία  είναι παρά λληλη προς τις  και .

δ ​1 δ ​2 ε ​, ε ​1 2 A, B A , B′ ′ Γ Γ′

δ ​1 δ ​2 ε ​2

​ =
BΓ
AB

​,
B Γ′ ′

A B′ ′

ΓΓ′ ε ​1 ε ​2

ΠΡΟΣΟΧΗ!

Από  τρία ζεύ γη σημείων με ανά λογα τμή ματα δεν μπορού με να συμπερά νουμε ό τι και οι τρεις ευθείες είναι παρά λληλες.
Χρειά ζεται να είναι γνωστό  ό τι δύ ο από  αυτές είναι παρά λληλες· τό τε μό νο αποδεικνύ εται ό τι είναι και η τρίτη.
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Η πιο χρήσιμη μορφή: παράλληλη σε πλευρά τριγώνου

ΑΑ

ΒΒ ΓΓ

ΔΔ ΕΕ

ΔΕ ∥ ΒΓ (εντός των πλευρών)

ΑΑ

ΒΒ ΓΓ

ΔΔΕΕ

ΔΕ ∥ ΒΓ (στις προεκτάσεις)

ΘΕΩΡΗΜΑ — Πόρισμα (παράλληλη προς πλευρά τριγώνου)

Κά θε ευθεία παρά λληλη προς μια πλευρά  τριγώ νου χωρίζει τις ά λλες δύ ο πλευρές (ή  τις προεκτά σεις τους) σε μέρη
ανά λογα, και αντίστροφα. Δηλαδή , στο τρίγωνο  με  στην ευθεία  και  στην ευθεία :ABΓ Δ AB E AΓ

ΔE ∥ BΓ ⟺ ​ =
ΔB
AΔ

​ ⟺
EΓ
AE

​ =
AB
AΔ

​.
AΓ
AE

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Φέρνουμε από  το  ευθεία . Τό τε οι , ,  είναι τρεις παρά λληλες που τέμνουν τις ευθείες  και , οπό τε

από  το θεώ ρημα του Θαλή  , δηλαδή  (εναλλαγή  μέσων) . Η δεύ τερη ισό τητα προκύ πτει με την

ιδιό τητα (3) των αναλογιώ ν. Το αντίστροφο προκύ πτει από  το αντίστροφο του θεωρή ματος του Θαλή .

A ε ∥ BΓ ε ΔE BΓ AB AΓ

​ =
AE
AΔ

​

EΓ
ΔB

​ =
ΔB
AΔ

​

EΓ
AE

ΘΕΩΡΗΜΑ — Τρίγωνο με πλευρές ανάλογες

Αν  (με  στις ευθείες ), τό τε το τρίγωνο  έχει πλευρές ανάλογες προς τις πλευρές του :ΔE ∥ BΓ Δ, E AB, AΓ AΔE ABΓ

​ =
AB
AΔ

​ =
AΓ
AE

​.
BΓ
ΔE

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

ΑΑ

ΒΒ ΓΓ

ΔΔ ΕΕ

ΖΖ

∎

Η πρώ τη ισό τητα είναι το πό ρισμα. Για τη δεύ τερη, φέρνουμε από  το  την  (
στη ). Το  είναι παραλληλόγραμμο (απέναντι πλευρές παρά λληλες), ά ρα

. Η  είναι παρά λληλη προς πλευρά  του τριγώ νου  (θεωρού με

τώ ρα την πλευρά  ), οπό τε από  το πό ρισμα .

E EZ ∥ AB Z
BΓ ΔEZB

ΔE = BZ EZ ∥ AB ABΓ

AB ​ =
AΓ
AE

​ =
BΓ
BZ

​

BΓ
ΔE

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Το πιο συχνό λάθος του κεφαλαίου

Στο σχή μα με  ο μαθητή ς γρά φει ✗ .

✓ Το  συγκρίνεται με το  ό πως το μικρό τρίγωνο με το μεγάλο:  (ολό κληρη πλευρά  , όχι το κομμά τι

!). Ο λόγος  χρησιμοποιείται μό νο για κομμά τια των πλευρώ ν.

ΔE ∥ BΓ ​ =
ΔB
AΔ

​

BΓ
ΔE

ΔE BΓ ​ =
BΓ
ΔE

​

AB
AΔ

AB

ΔB ​

ΔB
AΔ

ΠΡΟΣΟΧΗ!

Το αντίστροφο ισχύ ει με τα κομμά τια των πλευρώ ν ( ). Από  την ισό τητα  δεν

προκύ πτει ό τι : μπορεί να υπά ρχουν δύ ο θέσεις του  πά νω στην  που δίνουν το ίδιο μή κος .

​ =
ΔB
AΔ

​ ⇒
EΓ
AE

ΔE ∥ BΓ ​ =
AB
AΔ

​

BΓ
ΔE

ΔE ∥ BΓ E AΓ ΔE
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αα ββ

γγ

xx

ΟΟ
ΑΑ ΒΒ

ΓΓ

ΧΧ

Κατασκευή του x = βγ/α

∎

33

55

xx

12 − x12 − x

1616

ΑΑ

ΒΒ ΓΓ

ΔΔ ΕΕ

∎

∎

Κατασκευή της τέταρτης αναλόγου

Δίνονται τμή ματα · ζητά με τμή μα  με .

1. Σχεδιά ζουμε γωνία με κορυφή  .

2. Στη μία πλευρά  παίρνουμε διαδοχικά   και .

3. Στην ά λλη πλευρά  παίρνουμε .

4. Φέρνουμε από  το  παρά λληλη προς την , που τέμνει τη δεύ τερη πλευρά  στο
.

Τό τε , γιατί από  το πό ρισμα του Θαλή  , δηλαδή  .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Άμεση εφαρμογή

Τρεις παρά λληλες ευθείες τέμνουν δύ ο ευθείες  στα  και  αντίστοιχα. Αν ,  και 
, να βρεθού ν τα  και .

ΛΥΣΗ

Από  το θεώ ρημα του Θαλή  . Άρα  και . (Έλεγχος:

 ✓.)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Υπολογισμός σε τρίγωνο

Στο τρίγωνο  είναι , , . Σημείο  της  με · η
παρά λληλη από  το  προς τη  τέμνει την  στο . Να βρεθού ν τα ,  και .

ΛΥΣΗ

Από  το πό ρισμα: , δηλαδή  , ά ρα  και .

Για το  χρησιμοποιού με το θεώ ρημα των ανά λογων πλευρώ ν: , ά ρα .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Απόδειξη παραλληλίας

Στο τρίγωνο  παίρνουμε σημείο  της  με ,  και σημείο  της  με , . Να
αποδειχθεί ό τι .

ΛΥΣΗ

Είναι  και . Αφού  , από  το αντίστροφο του πορίσματος του Θαλή , .

α,β, γ x ​ =
β

α
​

x

γ

O

OA = α AB = β

OΓ = γ

B AΓ
X

x = ΓX ​ =
AB
OA

​

ΓX
OΓ

​ =
β

α
​

x

γ

δ ​, δ ​1 2 A, B, Γ A , B , Γ′ ′ ′ AB = 4 BΓ = 6 A Γ =′ ′

15 A B′ ′ B Γ′ ′

​ =
AB
A B′ ′

​ =
BΓ
B Γ′ ′

​ =
AΓ
A Γ′ ′

​ =
10
15

​

2
3

A B =′ ′
​ ⋅

2
3

4 = 6 B Γ =′ ′
​ ⋅

2
3

6 = 9

6 + 9 = 15

ABΓ AB = 8 AΓ = 12 BΓ = 16 Δ AB AΔ = 3
Δ BΓ AΓ E AE EΓ ΔE

​ =
AB
AΔ

​

AΓ
AE

​ =
8
3

​

12
AE

AE = 4,5 EΓ = 12 − 4,5 = 7,5

ΔE ​ =
BΓ
ΔE

​ =
AB
AΔ

​

8
3

ΔE = ​ ⋅
8
3

16 = 6

ABΓ Δ AB AΔ = 4 ΔB = 6 E AΓ AE = 6 EΓ = 9
ΔE ∥ BΓ

​ =
ΔB
AΔ

​ =
6
4

​

3
2

​ =
EΓ
AE

​ =
9
6

​

3
2

​ =
ΔB
AΔ

​

EΓ
AE

ΔE ∥ BΓ
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ΑΑ

ΒΒ ΓΓ

ΔΔ ΕΕ

ΜΜ

ΝΝ

∎

ΑΑ ΒΒ

ΓΓΔΔ

ΟΟ
ΕΕ ΖΖ

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Η διάμεσος διχοτομεί κάθε παράλληλη προς τη βάση

Στο τρίγωνο  η  είναι διά μεσος. Μια ευθεία παρά λληλη προς τη  τέμνει τις
, ,  στα , , . Να αποδειχθεί ό τι το  είναι μέσο του .

ΛΥΣΗ

Στο τρίγωνο  είναι , οπό τε . Στο τρίγωνο  είναι , οπό τε . Άρα

, και επειδή   προκύ πτει .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Τραπέζιο και τομή διαγωνίων

Σε τραπέζιο  ( ) οι διαγώ νιοι τέμνονται στο . Η παρά λληλη από
το  προς τις βά σεις τέμνει τις ,  στα , . Να αποδειχθεί ό τι 

και ό τι .

ΛΥΣΗ

Θέτουμε , .

Στο τρίγωνο  είναι , ά ρα .

Στο τρίγωνο  είναι , ά ρα .

Οι παρά λληλες , ,  τέμνουν τις  και , οπό τε (Θαλή ς)  και ά ρα .

Συνεπώ ς , δηλαδή  .

Για τη δεύ τερη σχέση: στο τρίγωνο  είναι , ά ρα . Προσθέτοντας με την  και

επειδή  :

ABΓ AM BΓ
AB AM AΓ Δ N E N ΔE

ABM ΔN ∥ BM ​ =
BM
ΔN

​

AM
AN

AMΓ NE ∥ MΓ ​ =
MΓ
NE

​

AM
AN

​ =
BM
ΔN

​

MΓ
NE

BM = MΓ ΔN = NE

ABΓΔ AB ∥ ΓΔ O
O AΔ BΓ E Z OE = OZ

​ =
OE
1

​ +
AB
1

​

ΓΔ
1

AB = α ΓΔ = β

ΔAB EO ∥ AB ​ =
α

OE
​

ΔB
ΔO

ΓAB OZ ∥ AB ​ =
α

OZ
​

ΓA
ΓO

AB EZ ΔΓ BΔ AΓ ​ =
OB
ΔO

​

OA
ΓO

​ =
ΔB
ΔO

​

ΓA
ΓO

​ =
α

OE
​

α

OZ
OE = OZ

BΔΓ OZ ∥ ΔΓ ​ =
β

OZ
​

BΔ
BO

​ =
α

OE
​

ΔB
ΔO

OE = OZ

​ +
α

OE
​ =

β

OE
=

ΔB
ΔO + OB

1 ⇒ ​ =
OE
1

​ +
α

1
​.

β

1

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Πώς «βλέπουμε» τον Θαλή σε ένα σχήμα

1. Ψά χνουμε παράλληλες ευθείες (δοσμένες ή  που μπορού με να φέρουμε εμείς).
2. Εντοπίζουμε δύο ευθείες που τις τέμνουν — συχνά  δύ ο πλευρές ενό ς τριγώ νου με κοινή  κορυφή .

3. Γρά φουμε την αναλογία με τα αντίστοιχα τμή ματα. Αν εμφανίζεται και το τμή μα της παρά λληλης, χρησιμοποιού με
ολόκληρες τις πλευρές ( ).

4. Αν δεν υπά ρχει κατά λληλη παρά λληλη, τη φέρνουμε εμείς — συνή θως από  ένα μέσο ή  από  μια κορυφή .

​ =BΓ
ΔE

​AB
AΔ
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∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6 Το βαρύκεντρο και μια παράλληλη

Στο τρίγωνο  το  είναι το βαρύ κεντρο. Η παρά λληλη από  το  προς τη  τέμνει την  στο  και την  στο .

Να αποδειχθεί ό τι .

ΛΥΣΗ

Αν  είναι η διά μεσος, ξέρουμε από  την Α΄ Λυκείου ό τι . Στο τρίγωνο  η , ά ρα 

. Στο τρίγωνο , αφού  : , δηλαδή  .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Τρεις παρά λληλες ευθείες τέμνουν δύ ο ευθείες στα  και . Αν ,  και , να βρεθεί
το .

→ Λύση 7.7/1

2

●○○

Στο τρίγωνο  είναι  με  στην  και  στην . Αν , ,  και , να βρεθού ν
τα  και .

→ Λύση 7.7/2

3

●○○

Στο τρίγωνο  είναι , . Σημεία  στην  και  στην  με , . Είναι η 
παρά λληλη στη ;

→ Λύση 7.7/3

4

●●○

Δίνονται τμή ματα , , . Να περιγρά ψετε την κατασκευή  του τμή ματος  με  και να υπολογίσετε

το μή κος του.
→ Λύση 7.7/4

5

●●○

Σε τραπέζιο  με βά σεις  και , μια ευθεία παρά λληλη προς τις βά σεις τέμνει τις ,  στα , . Αν 
,  και , να βρεθού ν τα  και .

→ Λύση 7.7/5

6

●●○

Σε τρίγωνο  παίρνουμε σημείο  της  με . Η παρά λληλη από  το  προς την  τέμνει την  στο 

και η παρά λληλη από  το  προς την  τέμνει την  στο . Αν  και , να βρεθεί η περίμετρος του
.

→ Λύση 7.7/6

7

●●○

Στο τρίγωνο  το  είναι το μέσο της  και  σημείο της  με . Η  τέμνει την  στο . Να

αποδείξετε ό τι το  είναι μέσο της . (Υπό δειξη: φέρτε από  το  παρά λληλη προς τη .)
→ Λύση 7.7/7

8

●●●

Δίνεται τρίγωνο  και σημείο  της  με . Η παρά λληλη από  το  προς τη  τέμνει την  στο , και η

παρά λληλη από  το  προς την  τέμνει τη  στο . Να βρεθεί ο λόγος  και να αποδειχθεί ό τι .

→ Λύση 7.7/8

ABΓ Θ Θ BΓ AB Δ AΓ E

ΔE = ​BΓ
3
2

AM AΘ = ​AM
3
2

ABM ΔΘ ∥ BM ​ =
AB
AΔ

​ =
AM
AΘ

​

3
2

ABΓ ΔE ∥ BΓ ​ =
BΓ
ΔE

​ =
AB
AΔ

​

3
2

ΔE = ​BΓ
3
2

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Ο Θαλή ς εμφανίζεται σε σχεδό ν κάθε διαγώ νισμα του κεφαλαίου. Για ακό μη περισσό τερα λυμένα θέματα, κατηγοριοποιημένα
κατά  δυσκολία, επισκέψου το mathgreece.com — εκεί θα βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο.

Μάθημα 7.7 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

A, B, Γ A , B , Γ′ ′ ′ AB = 5 A B =′ ′ 7 B Γ =′ ′ 14
BΓ

ABΓ ΔE ∥ BΓ Δ AB E AΓ AΔ = 6 ΔB = 4 AE = 9 BΓ = 20
EΓ ΔE

ABΓ AB = 12 AΓ = 18 Δ AB E AΓ AΔ = 8 AE = 12 ΔE
BΓ

α = 3 β = 4 γ = 5 x ​ =
β

α
​

x

γ

ABΓΔ AB ΓΔ AΔ BΓ E Z AE =
3 EΔ = 5 BΓ = 12 BZ ZΓ

ABΓ Δ BΓ ​ =
ΔΓ
BΔ

​

2
1

Δ AΓ AB E

Δ AB AΓ Z AB = 9 AΓ = 12
AEΔZ

ABΓ M BΓ Δ AM ​ =
ΔM
AΔ

2 BΔ AΓ E

E AΓ M BE

ABΓ Δ AB ​ =
ΔB
AΔ

​

3
2

Δ BΓ AΓ E

E AB BΓ Z ​

ZΓ
BZ

ΔE = BZ
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9

●●●

Σε τραπέζιο με βά σεις  και , οι διαγώ νιοι τέμνονται στο  και η παρά λληλη από  το  προς τις βά σεις
τέμνει τις μη παρά λληλες πλευρές στα  και . Να υπολογίσετε το .

→ Λύση 7.7/9

AB = 6 ΓΔ = 12 O O
E Z EZ
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γγ ββ

ΑΑ

ΒΒ ΓΓΔΔ

Η εσωτερική διχοτόμος ΑΔ

Αναλογίες
Μ Α Θ Η Μ Α  7 . 8

Θεωρήματα των διχοτόμων τριγώνου

Το θεώρημα της εσωτερικής διχοτόμου

Τα μήκη των τμημάτων ΒΔ και ΔΓ

Από   και την ιδιό τητα (3) των αναλογιώ ν παίρνουμε . Επειδή  :

ZQL4ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεώρημα εσωτερικής διχοτόμου

Η διχοτό μος μιας γωνίας τριγώ νου διαιρεί εσωτερικά την απέναντι πλευρά
σε λόγο ίσο με τον λόγο των προσκείμενων πλευρώ ν. Δηλαδή , αν  είναι η
διχοτό μος της  στο τρίγωνο :

AΔ
Â ABΓ

​ =
ΔΓ
ΔB

​ =
AΓ
AB

​.
β

γ

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

ΑΑ

ΒΒ ΓΓΔΔ

ΕΕ

∎

Από  το  φέρνουμε παρά λληλη προς την 
, που τέμνει την προέκταση της  στο .
Στο τρίγωνο  είναι , οπό τε από
τον Θαλή

Αρκεί να δείξουμε ό τι . Οι γωνίες
 και  είναι εντό ς εναλλά ξ

(παρά λληλες ,  με τέμνουσα ), ενώ
οι  και  είναι εντό ς εκτό ς και επί
τα αυτά  (τέμνουσα ). Επειδή  

 (διχοτό μος), συμπεραίνουμε 
. Το τρίγωνο  είναι ισοσκελές, ά ρα

, και η (1) δίνει .

Γ AΔ
BA E

BΓE AΔ ∥ EΓ

​ =
ΔΓ
ΔB

​. (1)
AE
AB

AE = AΓ
AΓE ΔAΓ

AΔ EΓ AΓ
AEΓ BAΔ

BE =BAΔ
ΔAΓ =AΓE
AEΓ AΓE

AE = AΓ ​ =
ΔΓ
ΔB

​

AΓ
AB

​ =
ΔΓ
ΔB

​

β

γ
​ =

ΔB + ΔΓ
ΔB

​

β + γ

γ
ΔB + ΔΓ = α

ΚΛΕΙΔΙ — Τύποι εσωτερικής διχοτόμου

Μνημονικό ς κανό νας: το τμή μα δίπλα στο Β παίρνει στον αριθμητή  την πλευρά  γ = ΑΒ που επίσης «ακουμπά » το Β.

BΔ = ​, ΔΓ =
β + γ

αγ
​.

β + γ

αβ

ΘΕΩΡΗΜΑ — Αντίστροφο

Αν ένα σημείο  της πλευρά ς  τριγώ νου  ικανοποιεί , τό τε η  είναι διχοτό μος της γωνίας .Δ BΓ ABΓ ​ =
ΔΓ
ΔB

​

AΓ
AB

AΔ Â

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Αν  είναι η διχοτό μος, τό τε . Δηλαδή  τα  και  διαιρού ν εσωτερικά  το  στον ίδιο λόγο. Λόγω

της μοναδικό τητας του σημείου εσωτερική ς διαίρεσης (μά θημα 7.6), .

AΔ′
​ =

Δ Γ′
Δ B′

​ =
AΓ
AB

​

ΔΓ
ΔB

Δ Δ′ BΓ

Δ = Δ′
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Το θεώρημα της εξωτερικής διχοτόμου

ΑΑ

ΒΒ ΓΓΔΔΕΕ

Εσωτερική (ΑΔ) και εξωτερική (ΑΕ) διχοτόμος με β > γ

Συνέπειες

Για τον τύ πο του : αν , το  βρίσκεται ανά μεσα στα  και , οπό τε 

.

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεώρημα εξωτερικής διχοτόμου

Η διχοτό μος μιας εξωτερικής γωνίας τριγώ νου (που δεν είναι παρά λληλη στην απέναντι πλευρά ) τέμνει την προέκταση
της απέναντι πλευρά ς σε σημείο  που τη διαιρεί εξωτερικά σε λόγο ίσο με τον λόγο των προσκείμενων πλευρώ ν:E

​ =
EΓ
EB

​ =
AΓ
AB

​.
β

γ

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Από  το  φέρνουμε παρά λληλη προς την , που τέμνει την  στο . Στο τρίγωνο  είναι , οπό τε 

. Αρκεί λοιπό ν . Η εξωτερική  διχοτό μος σχηματίζει με τις  και με την προέκταση της  ίσες γωνίες· λόγω

των παραλλή λων  και , οι γωνίες αυτές μεταφέρονται στις  (εντό ς εναλλά ξ) και  (εντό ς εκτό ς και επί τα
αυτά ). Άρα , το τρίγωνο  είναι ισοσκελές και .

B AE AΓ Z ΓAE BZ ∥ AE ​ =
EΓ
EB

​

AΓ
AZ

AZ = AB AB ΓA

AE BZ ABZ AZB
=ABZ AZB ABZ AZ = AB

ΚΛΕΙΔΙ — Τύποι εξωτερικής διχοτόμου (β ≠ γ)

Το  βρίσκεται προς τη μεριά  της μικρότερης από  τις πλευρές : αν , το  είναι στην προέκταση της  προς το
.

EB = ​, EΓ =
∣β − γ∣
αγ

​.
∣β − γ∣
αβ

E β, γ β > γ E ΓB
B

ΠΡΟΣΟΧΗ!

Αν  (ισοσκελές με κορυφή  ), η εξωτερική  διχοτό μος της  είναι παράλληλη στη  και δεν την τέμνει. Τό τε δεν
υπά ρχει το σημείο  — σύ μφωνα και με το ό τι για λόγο  δεν υπά ρχει σημείο εξωτερική ς διαίρεσης.

β = γ A Â BΓ
E 1

ΘΕΩΡΗΜΑ — Αρμονική τετράδα των διχοτόμων

Τα ίχνη  της εσωτερική ς και της εξωτερική ς διχοτό μου της  διαιρού ν το  εσωτερικά  και εξωτερικά  στον ίδιο λόγο
· είναι επομένως συζυγή αρμονικά των . Επιπλέον, επειδή  οι δύ ο διχοτό μοι είναι κά θετες,  και

Δ, E Â BΓ
​

β

γ
B, Γ =ΔAE 90∘

ΔE = ​.
∣β − γ ∣2 2

2αβγ

ΔE β > γ B E Δ ΔE = BΔ + EB = ​ +
β + γ

αγ
​ =

β − γ

αγ
αγ ⋅

​

β − γ2 2

2β
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∎

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Υπολογισμός όλων των τμημάτων

Τρίγωνο  έχει , , . Αν ,  είναι η εσωτερική  και η εξωτερική  διχοτό μος της , να βρεθού ν τα 
, , ,  και .

ΛΥΣΗ

Εσωτερική:  και . (Έλεγχος:  ✓ και  ✓.)

Εξωτερική: Επειδή  , το  είναι στην προέκταση προς το .  και 

. (Έλεγχος:  ✓.)

ΔΕ: . Με τον τύ πο:  ✓.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Διχοτόμος και διάμεσος

Σε τρίγωνο  είναι ,  και . Αν  είναι η διχοτό μος και  η διά μεσος, να βρεθεί το μή κος
.

ΛΥΣΗ

, ενώ  . Επειδή  , το  είναι μεταξύ   και , οπό τε .

ΘΕΩΡΗΜΑ — Το έγκεντρο πάνω στη διχοτόμο

Αν  είναι το έγκεντρο του τριγώ νου  και  η διχοτό μος, τό τεI ABΓ AΔ

​ =
IΔ
AI

​.
α

β + γ

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Η  είναι διχοτό μος της γωνίας  στο τρίγωνο . Από  το θεώ ρημα εσωτερική ς διχοτό μου σε αυτό  το τρίγωνο: 

.

BI B̂ ABΔ ​ =
IΔ
IA

​ =
BΔ
BA

​ =
​

β+γ
αγ

γ
​

α

β + γ

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Λάθος αντιστοιχία

Ο μαθητή ς γρά φει ✗ .

✓ Κά θε τμή μα της βά σης αντιστοιχεί στην πλευρά  που έχει κοινό άκρο μαζί του: το  με την , το  με την . Άρα

. Ένας γρή γορος έλεγχος: η μεγαλύτερη πλευρά  «τραβά ει» προς το μέρος της το μεγαλύτερο κομμά τι της

βά σης.

​ =
ΔΓ
ΔB

​

AB
AΓ

ΔB AB ΔΓ AΓ

​ =
ΔΓ
ΔB

​

AΓ
AB

ABΓ α = 7 β = 8 γ = 6 AΔ AE Â BΔ
ΔΓ EB EΓ ΔE

BΔ = ​ =
β + γ

αγ
​ =

14
42

3 ΔΓ = ​ =
β + γ

αβ
​ =

14
56

4 3 + 4 = 7 ​ =
4
3

​

8
6

β > γ E B EB = ​ =
β − γ

αγ
​ =

2
42

21 EΓ = ​ =
β − γ

αβ
​ =

2
56

28 EΓ − EB = 7 = α

ΔE = EB + BΔ = 21 + 3 = 24 ​ =
64 − 36

2 ⋅ 7 ⋅ 8 ⋅ 6
​ =

28
672

24

ABΓ AB = 10 AΓ = 15 BΓ = 20 AΔ AM
ΔM

BΔ = ​ =
β + γ

αγ
​ =

25
20 ⋅ 10

8 BM = 10 BΔ < BM Δ B M ΔM = 10 − 8 = 2

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Γενικά , σε τρίγωνο με  το ίχνος της διχοτό μου βρίσκεται ανάμεσα στο ίχνος του ύ ψους και στο μέσο της πλευρά ς.

Το  υπολογίζεται πά ντα ως  (για ).

β = γ

ΔM ΔM = ​ −
2
α

​ =
β + γ

αγ
​

2(β + γ)
α(β − γ)

β > γ
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∎

∎

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Λόγος στο έγκεντρο

Τρίγωνο έχει πλευρές , , . Αν  είναι το έγκεντρο και  η διχοτό μος της , να βρεθεί ο λόγος  και ο

λόγος .

ΛΥΣΗ

. Άρα , ,  και .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Ισοσκελές και παράλληλη

Σε ισοσκελές τρίγωνο  ( ) οι διχοτό μοι  και  των γωνιώ ν της βά σης τέμνουν τις  και  στα  και
. Να αποδειχθεί ό τι .

ΛΥΣΗ

Για τη διχοτό μο : . Για τη διχοτό μο : . Επειδή  , ισχύ ει , οπό τε

από  το αντίστροφο του πορίσματος του Θαλή  .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Εύρεση πλευράς από τη διχοτόμο

Στο τρίγωνο  η διχοτό μος  χωρίζει τη  σε τμή ματα  και . Αν η περίμετρος του τριγώ νου είναι ,
να βρεθού ν οι πλευρές  και .

ΛΥΣΗ

, οπό τε . Από  το θεώ ρημα: . Με «κ»: , , , . Άρα 

και .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Σε τρίγωνο  είναι ,  και . Να βρεθού ν τα τμή ματα στα οποία η διχοτό μος  χωρίζει τη
.

→ Λύση 7.8/1

2

●○○

Στο τρίγωνο του προηγού μενου ερωτή ματος, να βρεθού ν τα , , ό που  η εξωτερική  διχοτό μος της , και το
μή κος .

→ Λύση 7.8/2

α = 12 β = 10 γ = 8 I AΔ Â ​

IΔ
AI

​

AΔ
AI

​ =
IΔ
AI

​ =
α

β + γ
​ =

12
18

​

2
3

AI = 3κ IΔ = 2κ AΔ = 5κ ​ =
AΔ
AI

​

5
3

ABΓ AB = AΓ BΔ ΓE AΓ AB Δ
E ΔE ∥ BΓ

BΔ ​ =
ΔΓ
ΔA

​ =
BΓ
BA

​

α

γ
ΓE ​ =

EB
EA

​ =
ΓB
ΓA

​

α

β
β = γ ​ =

EB
AE

​

ΔΓ
AΔ

ΔE ∥ BΓ

ABΓ AΔ BΓ BΔ = 4 ΔΓ = 6 35
AB AΓ

α = 10 β + γ = 25 ​ =
β

γ
​ =

6
4

​

3
2

γ = 2κ β = 3κ 5κ = 25 κ = 5 AB = γ = 10

AΓ = β = 15

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Πότε σκεφτόμαστε το θεώρημα των διχοτόμων

Όταν στην ά σκηση εμφανίζεται διχοτόμος γωνίας τριγώ νου και ζητείται λόγος τμημάτων (ή  μή κη τμημά των) πά νω
στην απέναντι πλευρά . Αν η διχοτό μος περνά  από  σημείο που μας ενδιαφέρει (π.χ. το έγκεντρο), συχνά  βοηθά  να
εφαρμό σουμε το θεώ ρημα σε μικρότερο τρίγωνο, ό πως κά ναμε για το .​IΔ

AI

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Τα θεωρήματα των διχοτό μων συνδυάζονται συχνά  με τον Θαλή  σε ασκήσεις εξετάσεων. Για περισσό τερες τέτοιες
«συνδυαστικές» ασκήσεις με λύ σεις, δες το δωρεάν φροντιστήριο στο mathgreece.com.

Μάθημα 7.8 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

ABΓ AB = 9 AΓ = 12 BΓ = 14 AΔ
BΓ

EB EΓ AE Â
ΔE
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3

●○○

Σε τρίγωνο  το σημείο  της  ικανοποιεί , , ενώ   και . Είναι η  διχοτό μος;
→ Λύση 7.8/3

4

●●○

Η διχοτό μος  τριγώ νου  ορίζει  και . Αν , να βρεθεί η περίμετρος του τριγώ νου.

→ Λύση 7.8/4

5

●●○

Σε τρίγωνο  με ,  και , το  είναι το έγκεντρο και η  τέμνει τη  στο . Να βρεθεί ο

λόγος  και το μή κος .

→ Λύση 7.8/5

6

●●○

Αν σε τρίγωνο  η διχοτό μος  ικανοποιεί , να αποδείξετε ό τι .

→ Λύση 7.8/6

7

●●○

Σε ορθογώ νιο τρίγωνο  ( ) είναι  και . Η διχοτό μος της γωνίας  τέμνει την  στο . Να
βρεθού ν τα  και .

→ Λύση 7.8/7

8

●●●

Σε τρίγωνο  οι διχοτό μοι , ,  των γωνιώ ν του τέμνουν τις απέναντι πλευρές στα . Να αποδείξετε

ό τι .

→ Λύση 7.8/8

9

●●●

Σε τρίγωνο  η διά μεσος  τέμνει τη διχοτό μο  της γωνίας  στο σημείο . Να αποδείξετε ό τι .

→ Λύση 7.8/9

ABΓ Δ BΓ BΔ = 3 ΔΓ = 5 AB = 4,5 AΓ = 7,5 AΔ

AΔ ABΓ BΔ = 5 ΔΓ = 7 AΓ − AB = 4

ABΓ AB = 6 AΓ = 9 BΓ = 10 I AI BΓ Δ

​

IΔ
AI

BΔ

ABΓ AΔ BΔ = ​

3
α

β = 2γ

ABΓ =Â 90∘ AB = 6 AΓ = 8 B̂ AΓ Δ
AΔ ΔΓ

ABΓ AΔ BE ΓZ Δ, E, Z

​ ⋅
ΔΓ
ΔB

​ ⋅
EA
EΓ

​ =
ZB
ZA

1

ABΓ AM BΔ B̂ K ​ =
KM
AK

​

α

2γ
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Αναλογίες
Μ Α Θ Η Μ Α  7 . 9

Απολλώνιος κύκλος

Το πρόβλημα

Δίνονται δύ ο σημεία  και . Ποια σημεία  του επιπέδου απέχουν από  το  διπλάσια από σταση από  ό ,τι από  το ;
Γενικό τερα, ποιος είναι ο γεωμετρικό ς τό πος των σημείων  για τα οποία

ό που  σταθερό ς θετικό ς αριθμό ς;

Αν , τό τε  και ο τό πος είναι, ό πως ξέρουμε, η μεσοκάθετος του .

Αν , η απά ντηση είναι ένας κύκλος!

ΑΑ ΒΒΓΓ ΔΔΚΚ

ΜΜ

ΜΑΜΑ
ΜΒΜΒ

Ο Απολλώνιος κύκλος για λ = 2

ZQL5ZQ
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A B M A B
M

​ =
MB
MA

λ,

λ

λ = 1 MA = MB AB

λ = 1

ΘΕΩΡΗΜΑ — Απολλώνιος κύκλος

Δίνονται σημεία  και θετικό ς αριθμό ς . Ο γεωμετρικό ς τό πος των σημείων  του επιπέδου για τα οποία 

 είναι ο κύκλος με διάμετρο , ό που  και  είναι τα σημεία που διαιρού ν το  εσωτερικά  και εξωτερικά  σε λόγο .

A, B λ = 1 M ​ =
MB
MA

λ ΓΔ Γ Δ AB λ

ΑΠΟΔΕΙΞΗ — Ευθύ μέρος

∎

Έστω σημείο  (εκτό ς της ευθείας ) με . Στο τρίγωνο  φέρνουμε την εσωτερική  και την εξωτερική

διχοτό μο της γωνίας . Από  τα θεωρή ματα των διχοτό μων, τα ίχνη τους διαιρού ν το  εσωτερικά  και εξωτερικά  σε λόγο

. Λόγω μοναδικό τητας των σημείων διαίρεσης, τα ίχνη αυτά  είναι ακριβώ ς τα  και . Όμως η εσωτερική  και η

εξωτερική  διχοτό μος μιας γωνίας είναι κάθετες, ά ρα . Επομένως το  «βλέπει» το  υπό  ορθή  γωνία,
δηλαδή  ανή κει στον κύ κλο με διά μετρο . (Τα ,  ανή κουν στον τό πο από  την κατασκευή  τους.)

Αποδεικνύ εται και το αντίστροφο: κά θε σημείο  του κύ κλου διαμέτρου  ικανοποιεί . Η από δειξη

χρησιμοποιεί παρά λληλες από  το  προς τις  και  και το θεώ ρημα του Θαλή · θα τη βρεις αναλυτικά  στο
mathgreece.com.

M AB ​ =
MB
MA

λ MAB

M̂ AB

​ =
MB
MA

λ Γ Δ

=ΓMΔ 90∘ M ΓΔ
ΓΔ Γ Δ

M ΓΔ ​ =
MB
MA

λ

B MΓ MΔ

ΛΙΓΗ ΙΣΤΟΡΙΑ

Ο Απολλώ νιος ο Περγαίος (περ. 262–190 π.Χ.), ο «Μέγας Γεωμέτρης» της αρχαιό τητας, έγραψε τα περίφημα «Κωνικά », όπου
μελέτησε συστηματικά  την έλλειψη, την παραβολή  και την υπερβολή . Ο κύ κλος που φέρει το ό νομά  του εμφανίζεται στο
έργο του «Επίπεδοι τόποι».
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∎

∎

∎

Η θέση του κύκλου

Ο Απολλώ νιος κύ κλος δεν περνά  από  τα  και · «περικλείει» εκείνο από  τα δύ ο σημεία που είναι πιο κοντά  στα σημεία του.
Για  (δηλαδή  ) ο κύ κλος βρίσκεται προς τη μεριά  του  και το  είναι εσωτερικό  του σημείο. Για  ισχύ ει
το ανά ποδο. Για κά θε  προκύ πτει διαφορετικό ς κύ κλος· υπά ρχουν λοιπό ν άπειροι Απολλώ νιοι κύ κλοι ως προς δύ ο σημεία

.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Κατασκευή και ακτίνα

Δίνεται τμή μα . Να βρεθεί το κέντρο και η ακτίνα του κύ κλου που αποτελείται από  τα σημεία  με .

ΛΥΣΗ

Ο λόγος είναι . Το  (εσωτερικό ) έχει , . Το  (εξωτερικό , πέρα από  το  αφού  ) έχει

, . Η διά μετρος , ά ρα η ακτίνα είναι  και το κέντρο  είναι το

μέσο του , σε από σταση  από  το  (και  από  το ).

Έλεγχος με ένα σημείο: το σημείο  του κύ κλου «πά νω» από  το  έχει (Πυθαγό ρειο)  και

, ά ρα  ✓.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Μέγιστο εμβαδόν τριγώνου

Ένα τρίγωνο  έχει  και . Ποιο είναι το μέγιστο δυνατό  ύ ψος από  το  (και, κατά  συνέπεια, το
μέγιστο εμβαδό ν);

ΛΥΣΗ

Η κορυφή   ικανοποιεί , ά ρα κινείται στον Απολλώ νιο κύ κλο των  με λόγο . Όπως στο προηγού μενο

παρά δειγμα (με ), η ακτίνα του κύ κλου είναι  και το κέντρο του βρίσκεται πάνω στην ευθεία . Η
από σταση ενό ς σημείου του κύ κλου από  την ευθεία  γίνεται μέγιστη ό ταν το σημείο είναι «στην κορυφή » του

κύ κλου, και τό τε ισού ται με την ακτίνα. Άρα  και .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Ανήκει το σημείο στον κύκλο;

Δίνονται σημεία  με  και ο Απολλώ νιος κύ κλος για . Να εξεταστεί αν ανή κει σε αυτό ν σημείο  με

 και , και να βρεθεί η διά μετρό ς του.

ΛΥΣΗ

, ά ρα ναι. Για τη διά μετρο: , , και . Επομένως 

, με ακτίνα .

A B
λ > 1 MA > MB B B λ < 1

λ = 1
A, B

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Για να ορισθεί ένας Απολλώ νιος κύ κλος ως προς τα  αρκεί να δοθεί ένα από  τα εξή ς: ο λόγος , ή  ένα από  τα σημεία ,
, ή  ένα οποιοδή ποτε σημείο του κύ κλου (από  το οποίο υπολογίζεται ο λόγος).

A, B λ Γ
Δ

AB = 6 M MA = 2MB

λ = 2 Γ ΓA = ​ ⋅
3
2

6 = 4 ΓB = 2 Δ B λ > 1

ΔB = ​ =
2 − 1

6
6 ΔA = 12 ΓΔ = ΓB + BΔ = 2 + 6 = 8 4 K

ΓΔ AK = 4 + 4 = 8 A 2 B

M K MA = ​ =8 + 42 2
​80

MB = ​ =2 + 42 2
​20 ​ =

MB
MA

​ =4 2

ABΓ BΓ = 6 AB = 2AΓ A

A ​ =
AΓ
AB

2 B, Γ 2

BΓ = 6 4 BΓ
BΓ

υ ​ =max 4 E ​ =max ​ ⋅
2
1

6 ⋅ 4 = 12

A, B AB = 10 λ = ​

2
3

M

MA = 12 MB = 8

​ =
MB
MA

​ =
8

12
​ =

2
3

λ ΓA = ​ ⋅
5
3

10 = 6 ΓB = 4 ΔB = ​ =
​ − 12

3
10

20 ΓΔ =

ΓB + BΔ = 24 12
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Δίνεται . Να βρεθεί η ακτίνα του Απολλώ νιου κύ κλου των σημείων  με .

→ Λύση 7.9/1

2

●○○

Ποιος είναι ο γεωμετρικό ς τό πος των σημείων  που ισαπέχουν από  δύ ο σημεία , ; Γιατί δεν είναι Απολλώ νιος
κύ κλος;

→ Λύση 7.9/2

3

●●○

Να αποδείξετε ό τι, αν , η ακτίνα του Απολλώ νιου κύ κλου των  με λόγο  είναι .

→ Λύση 7.9/3

4

●●○

Σε τρίγωνο  με  ισχύ ει . Να βρεθεί το μέγιστο εμβαδό ν που μπορεί να έχει το τρίγωνο.
→ Λύση 7.9/4

5

●●●

Δίνονται σημεία ,  με . Να αποδείξετε ό τι το κέντρο  του Απολλώ νιου κύ κλου για  ικανοποιεί 
, ό που  η ακτίνα του.

→ Λύση 7.9/5

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — «Ο κύκλος περνά από τα Α και Β»

✗ «Αφού  ο τό πος έχει σχέση με τα  και , ο κύ κλος θα περνά  από  αυτά .»

✓ Για το  θα ίσχυε , και για το  ο λόγος δεν ορίζεται καν. Τα σημεία του κύ κλου πά νω στην ευθεία  είναι

τα  και , όχι τα  και .

A B

A ​ =
AB
AA

0 = λ B AB

Γ Δ A B

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Θέλεις να δεις τον Απολλώ νιο κύ κλο να «γεννιέται» δυναμικά  καθώ ς αλλάζει ο λόγος λ; Στο mathgreece.com θα βρεις
διαδραστικό  υλικό  και πλήρη θεωρία, δωρεάν.

Μάθημα 7.9 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

AB = 8 M ​ =
MB
MA

3

M A B

λ > 1 A, B λ ρ = ​

λ − 12

λ ⋅ AB

ABΓ BΓ = 10 AB = 4AΓ

A B AB = 4 K λ = 3 KB ⋅
KA = ρ2 ρ
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88
Ομοιότητα

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο

Τα μαθήματα του κεφαλαίου

8.1 Όμοια ευθύγραμμα σχήματα

8.2 Κριτήρια ομοιότητας τριγώνων

Τι θα κατακτήσεις

Να αναγνωρίζεις όμοια πολύγωνα και να
βρίσκεις τον λόγο ομοιότητας.
Να χρησιμοποιείς τα τρία κριτήρια
ομοιότητας τριγώνων.
Να γράφεις σωστά τις αναλογίες των
ομόλογων πλευρών.
Να λύνεις προβλήματα μέτρησης με όμοια
τρίγωνα (ύψη, αποστάσεις, κλίμακες).

Ένας χάρτης, μια φωτογραφία σε μεγέθυνση, η
μακέτα ενό ς κτιρίου: ό λα έχουν το ίδιο σχήμα με
το πρωτό τυπο, αλλά  διαφορετικό  μέγεθος. Η
ομοιό τητα είναι η μαθηματική  περιγραφή  αυτή ς
της ιδέας. Στο κεφάλαιο αυτό  ορίζουμε τα ό μοια
σχήματα και μαθαίνουμε τα τρία κριτήρια με τα
οποία αναγνωρίζουμε γρήγορα δύ ο ό μοια
τρίγωνα — ένα από  τα ισχυρό τερα εργαλεία της
Γεωμετρίας.

Συμπληρωματικό υλικό, βίντεο και επιπλέον ασκήσεις για το Κεφάλαιο 8: mathgreece.com



ΑΑ ΒΒ

ΓΓ
ΔΔ

Α'Α' Β'Β'

Γ'Γ'
Δ'Δ'

Δύο όμοια τετράπλευρα με λόγο λ = 3/2

Ομοιότητα
Μ Α Θ Η Μ Α  8 . 1

Όμοια ευθύγραμμα σχήματα

Η ιδέα της ομοιότητας

Όταν μεγεθύ νουμε μια φωτογραφία στο φωτοτυπικό  στο 150%, όλα τα μή κη
πολλαπλασιά ζονται με τον ίδιο αριθμό  , ενώ  οι γωνίες μένουν ίδιες. Αυτά
ακριβώ ς τα δύ ο χαρακτηριστικά  ορίζουν την ομοιό τητα.

Στο σχή μα:  και , , , .

Λίγη ορολογία:

Ομόλογες κορυφές είναι οι κορυφές με ίσες γωνίες (  και  κ.λπ.).

Ομόλογες πλευρές είναι οι πλευρές που ενώ νουν ομό λογες κορυφές (  και  κ.λπ.).

Αν , τα σχή ματα είναι ίσα. Η ισό τητα είναι λοιπό ν ειδική  περίπτωση της ομοιό τητας.

Αν  το δεύ τερο σχή μα είναι μεγέθυνση του πρώ του, αν  είναι σμίκρυνση.

Χρειάζονται και οι δύο συνθήκες

Για πολύ γωνα με περισσό τερες από  τρεις πλευρές, καμία από τις δύο συνθήκες δεν αρκεί μόνη της:

τετρά γωνο ρό μβος

Ίδιες πλευρές, διαφορετικές γωνίες: όχι όμοια

τετρά γωνο ορθογώ νιο

Ίδιες γωνίες, μη ανάλογες πλευρές: όχι όμοια

Ένα τετρά γωνο και ένας ρό μβος με την ίδια πλευρά  έχουν ανάλογες πλευρές (λόγος ), αλλά  διαφορετικές γωνίες — δεν
είναι ό μοια.

Ένα τετρά γωνο και ένα μη τετρά γωνο ορθογώ νιο έχουν ίσες γωνίες (ό λες ορθές), αλλά  οι πλευρές τους δεν είναι ανά λογες
— δεν είναι ό μοια.

Θα δού με στο επό μενο μά θημα ό τι για τρίγωνα τα πρά γματα είναι πολύ  πιο απλά : η μία συνθή κη συνεπά γεται την ά λλη.

Ο λόγος των περιμέτρων

ZQL6ZQ
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1,5

ΟΡΙΣΜΟΣ — Όμοια ευθύγραμμα σχήματα

Δύ ο ευθύ γραμμα σχή ματα (πολύ γωνα) λέγονται όμοια ό ταν:

1. οι πλευρές τους είναι ανάλογες (μία προς μία, με κατά λληλη σειρά ) και

2. οι γωνίες που σχηματίζονται από  αντίστοιχες (ομό λογες) πλευρές είναι
ίσες μία προς μία.

Ο κοινό ς λόγος των ομό λογων πλευρώ ν λέγεται λόγος ομοιότητας και
συμβολίζεται με . Η ομοιό τητα συμβολίζεται με  (ή  με ).λ ≈ ∼

​ =
AB
A B′ ′

​ =
BΓ
B Γ′ ′

​ =
ΓΔ
Γ Δ′ ′

​ =
ΔA
Δ A′ ′

​

2
3

=Â A′^ =B̂ B′^ =Γ̂ Γ′̂ =Δ̂ Δ′^

A A′

AB A B′ ′

λ = 1

λ > 1 λ < 1

ΠΡΟΣΟΧΗ!

Ο λόγος ομοιό τητας εξαρτά ται από  τη σειρά με την οποία συγκρίνουμε. Αν το  έχει λόγο ομοιό τητας  ως προς το ,

τό τε το  έχει λόγο  ως προς το . Γρά φε πά ντα ρητά  ποιο σχή μα είναι στον αριθμητή .

Σ′ λ Σ

Σ ​

λ

1
Σ′

1

ΘΕΩΡΗΜΑ — Λόγος περιμέτρων

Ο λόγος των περιμέτρων δύ ο ό μοιων πολυγώ νων ισού ται με τον λόγο ομοιό τητά ς τους.
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Κλίμακα χάρτη

Ένας χά ρτης ή  ένα σχέδιο κά τοψης είναι σχή μα όμοιο με την πραγματικό τητα. Η κλίμακα  σημαίνει ό τι ο λόγος

ομοιό τητας χά ρτη προς πραγματικό τητα είναι :  cm στον χά ρτη αντιστοιχεί σε  cm στην πραγματικό τητα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Χάρτης

Σε χά ρτη κλίμακας  η από σταση δύ ο χωριώ ν είναι  cm. Ποια είναι η πραγματική  τους από σταση;

ΛΥΣΗ

Η πραγματική  από σταση είναι  φορές μεγαλύ τερη:  cm  m  km.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Πλευρές όμοιου πενταγώνου

Ένα πεντά γωνο έχει πλευρές . Ένα ό μοιό  του έχει περίμετρο . Να βρεθού ν οι πλευρές του.

ΛΥΣΗ

Η περίμετρος του πρώ του είναι . Ο λόγος ομοιό τητας (δεύ τερο προς πρώ το) είναι 

. Άρα οι πλευρές του δεύ τερου είναι .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Πότε δύο ορθογώνια είναι όμοια

Να αποδειχθεί ό τι δύ ο ορθογώ νια με διαστά σεις  και  είναι ό μοια αν και μό νο αν .

ΛΥΣΗ

Οι γωνίες είναι ό λες ορθές, ά ρα η δεύ τερη συνθή κη ισχύ ει πά ντα. Μένει η αναλογία των πλευρώ ν: οι απέναντι πλευρές

είναι ίσες, οπό τε οι πλευρές είναι ανά λογες αν και μό νο αν , που με εναλλαγή  μέσων ό ρων γρά φεται .

Π.χ. τα φύ λλα χαρτιού  A4 ( ) και A5 ( ) είναι (σχεδό ν) ό μοια: . Ο λόγος τους

είναι  — δεν είναι σύ μπτωση!

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Όλα τα κανονικά ν-γωνα είναι όμοια

Να εξηγηθεί γιατί δύ ο κανονικά  εξά γωνα είναι πά ντα ό μοια.

ΛΥΣΗ

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Έστω πολύ γωνα  και  ό μοια με λόγο , δηλαδή  . Από  την ιδιό τητα των

ίσων λόγων, το ά θροισμα των αριθμητώ ν προς το ά θροισμα των παρονομαστώ ν είναι επίσης . Αλλά  τα αθροίσματα αυτά

είναι ακριβώ ς οι περίμετροι  και , οπό τε .

A ​A ​ … A ​1 2 ν A ​A ​ … A ​1
′

2
′

ν
′ λ ​ =

A ​A ​1 2

A ​A ​1
′

2
′

​ =
A ​A ​2 3

A ​A ​2
′

3
′

⋯ = λ

λ

Π′ Π ​ =
Π
Π′

λ

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Δύ ο σχή ματα ό μοια με ένα τρίτο είναι ό μοια και μεταξύ  τους. Αν μά λιστα  με λόγο  και  με λόγο , τό τε
 με λόγο . (Μια μεγέθυνση 200% και μετά  ά λλη μια 150% ισοδυναμού ν με μεγέθυνση 300%.)

Σ ​ ≈2 Σ ​1 λ ​1 Σ ​ ≈3 Σ ​2 λ ​2
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∎

Σε κανονικό  εξά γωνο ό λες οι πλευρές είναι ίσες και ό λες οι γωνίες ίσες με . Αν τα εξά γωνα έχουν πλευρές  και ,

τό τε ό λοι οι λόγοι ομό λογων πλευρώ ν είναι ίσοι με  και ό λες οι αντίστοιχες γωνίες είναι ίσες. Άρα είναι ό μοια με λόγο

. Το ίδιο ισχύ ει για οποιαδή ποτε δύ ο κανονικά  πολύ γωνα με τον ίδιο αριθμό  πλευρώ ν.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Σε σχέδιο κά τοψης κλίμακας  ένα δωμά τιο έχει διαστά σεις  cm   cm. Ποιες είναι οι πραγματικές διαστά σεις
του;

→ Λύση 8.1/1

2

●○○

Δύ ο ό μοια τετρά πλευρα έχουν λόγο ομοιό τητας  (μικρό  προς μεγά λο). Αν η περίμετρος του μεγά λου είναι , ποια είναι

η περίμετρος του μικρού ;
→ Λύση 8.1/2

3

●○○

Είναι ό μοια δύ ο ορθογώ νια με διαστά σεις  και ; Είναι ό μοια τα ορθογώ νια  και ;

→ Λύση 8.1/3

4

●●○

Ένα ορθογώ νιο έχει διαστά σεις . Ένα ό μοιό  του έχει περίμετρο . Να βρεθού ν οι διαστά σεις του.
→ Λύση 8.1/4

5

●●○

Αν από  ένα ορθογώ νιο  ( ) αφαιρέσουμε ένα τετρά γωνο πλευρά ς , το ορθογώ νιο που μένει είναι ό μοιο με
το αρχικό . Να βρεθεί ο λόγος .

→ Λύση 8.1/5

6

●●●

Ένα τετρά πλευρο  είναι ό μοιο με το  με λόγο  και ένα τετρά πλευρο  είναι ό μοιο με το  με λόγο . Αν η

περίμετρος του  είναι , να βρεθεί η περίμετρος του  και ο λόγος ομοιό τητας του  ως προς το .

→ Λύση 8.1/6

120∘ α α′

​

α

α′

​

α

α′

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — «Ίσες γωνίες, άρα όμοια»

✗ «Τα δύ ο τετρά πλευρα έχουν τις γωνίες τους ίσες μία προς μία, ά ρα είναι ό μοια.»

✓ Για τετρά πλευρα (και γενικά  πολύ γωνα με ) οι ίσες γωνίες δεν αρκούν: θυμή σου το τετρά γωνο και το ορθογώ νιο.
Μό νο για τρίγωνα αρκού ν οι γωνίες.

ν ≥ 4

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Στο mathgreece.com θα βρεις δωρεάν φύ λλα εργασίας με εφαρμογές της ομοιό τητας στην καθημερινή  ζωή  (χάρτες,
μακέτες, φωτογραφία), καθώ ς και πλήρη θεωρία για ό λη την ύ λη.

Μάθημα 8.1 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

1 : 200 2,5 × 2

​

5
2

40

6 × 4 9 × 6 6 × 4 8 × 6

12 × 8 60

α × β α > β β

​

β

α

Σ ​2 Σ ​1 ​

4
3

Σ ​3 Σ ​2 ​
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Σ ​1 36 Σ ​3 Σ ​3 Σ ​1
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ΑΑ

ΒΒ ΓΓ

Α'Α'

Β'Β' Γ'Γ'

Δύο γωνίες ίσες ⇒ όμοια τρίγωνα

Ομοιότητα
Μ Α Θ Η Μ Α  8 . 2

Κριτήρια ομοιότητας τριγώνων

Γιατί τα τρίγωνα είναι «ειδικά»

Για να αποφασίσουμε αν δύ ο πολύ γωνα είναι ό μοια, πρέπει να ελέγξουμε όλες τις πλευρές και όλες τις γωνίες. Στα τρίγωνα
ό μως αρκού ν πολύ  λιγό τερα στοιχεία, ό πως ακριβώ ς στα κριτή ρια ισό τητας. Επιπλέον, κά θε πολύ γωνο χωρίζεται με διαγωνίους
σε τρίγωνα· γι' αυτό  η ομοιό τητα τριγώ νων είναι το βασικό  εργαλείο ό λου του κεφαλαίου.

1ο κριτήριο: δύο γωνίες

Αφού  το ά θροισμα των γωνιώ ν κά θε τριγώ νου είναι , αν δύ ο γωνίες είναι
ίσες τό τε είναι ίσες και οι τρίτες.

ZQL7ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Γράφε τις ομόλογες κορυφές με την ίδια σειρά

Όταν γρά φουμε « », εννοού με ό τι , , . Με αυτή  τη σύ μβαση οι ομό λογες πλευρές

«διαβά ζονται» αμέσως: . Αυτή  η απλή  συνή θεια σε γλιτώ νει από  τα περισσό τερα λά θη!

ABΓ ≈ A B Γ′ ′ ′ =Â A′^ =B̂ B′^ =Γ̂ Γ′̂

​ =
AB
A B′ ′

​ =
BΓ
B Γ′ ′

​

AΓ
A Γ′ ′

ΘΕΩΡΗΜΑ — 1ο κριτήριο ομοιότητας (Γ – Γ)

Αν δύ ο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία, τό τε είναι
ό μοια.

180∘

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

ΑΑ

ΒΒ ΓΓ

Β''Β'' Γ''Γ''

∎

Έστω  και , οπό τε και
. Αν  τα τρίγωνα

είναι ίσα (Γ-Π-Γ). Έστω .
Παίρνουμε στην  σημείο  με

 και φέρνουμε 
.

Από  το θεώ ρημα των ανά λογων
πλευρώ ν (μά θημα 7.7) το
τρίγωνο  έχει πλευρές
ανά λογες προς τις πλευρές του · επίσης έχει γωνίες ίσες με τις
γωνίες του  (κοινή  η , εντό ς εκτό ς και επί τα αυτά  οι ά λλες).
Άρα .

Τα τρίγωνα  και  έχουν ,  και 
, ά ρα είναι ίσα (Γ-Π-Γ).

Επομένως το  είναι ίσο με ένα τρίγωνο ό μοιο με το , ά ρα
.

=Â A′^ =B̂ B′^

=Γ̂ Γ′̂ A B =′ ′ AB
A B <′ ′ AB

AB B′′

AB =′′ A B′ ′ B Γ ∥′′ ′′

BΓ

AB Γ′′ ′′

ABΓ
ABΓ Â

AB Γ ≈′′ ′′ ABΓ

AB Γ′′ ′′ A B Γ′ ′ ′ AB =′′ A B′ ′ =Â A′^ =B′′^

=B̂ B′^

A B Γ′ ′ ′ ABΓ
A B Γ ≈′ ′ ′ ABΓ

ΠΟΡΙΣΜΑ — Άμεσες συνέπειες του 1ου κριτηρίου

Δύ ο ορθογώνια τρίγωνα είναι ό μοια αν έχουν μία οξεία γωνία ίση.

Όλα τα ισόπλευρα τρίγωνα είναι ό μοια μεταξύ  τους.

Δύ ο ισοσκελή τρίγωνα είναι ό μοια αν έχουν ίσες τις γωνίες της κορυφή ς ή  ίσες τις γωνίες της βά σης.

Μια ευθεία παράλληλη προς μια πλευρά  τριγώ νου σχηματίζει με τις ά λλες δύ ο (ή  τις προεκτά σεις τους) τρίγωνο
όμοιο με το αρχικό .
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γγ

ββ

λγλγ

λβλβ

ΑΑ ΒΒ

ΓΓ

Α'Α' Β'Β'

Γ'Γ'

Π – Γ – Π

2ο κριτήριο: δύο πλευρές ανάλογες και η περιεχόμενη γωνία

3ο κριτήριο: τρεις πλευρές ανάλογες

ΘΕΩΡΗΜΑ — 2ο κριτήριο ομοιότητας (Π – Γ – Π)

Αν δύ ο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ανάλογες μία προς μία και τις
περιεχόμενες σε αυτές γωνίες ίσες, τό τε είναι ό μοια.

​ =
AB
A B′ ′

​  και   =
AΓ
A Γ′ ′

Â   ⟹ A′^ ABΓ ≈ A B Γ .′ ′ ′

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Έστω . Όπως πριν, παίρνουμε  στην  με 

και . Τό τε , ά ρα , δηλαδή

. Από  την υπό θεση ό μως , ά ρα .

Τα τρίγωνα  και  έχουν δύ ο πλευρές ίσες και την
περιεχό μενη γωνία ίση (Π-Γ-Π), ά ρα είναι ίσα, και το συμπέρασμα
έπεται.

A B <′ ′ AB B′′ AB AB =′′ A B′ ′

B Γ ∥′′ ′′ BΓ AB Γ ≈′′ ′′ ABΓ ​ =
AB
AB′′

​

AΓ
AΓ′′

​ =
AB
A B′ ′

​

AΓ
AΓ′′

​ =
AB
A B′ ′

​

AΓ
A Γ′ ′

AΓ =′′ A Γ′ ′

AB Γ′′ ′′ A B Γ′ ′ ′

ΘΕΩΡΗΜΑ — 3ο κριτήριο ομοιότητας (Π – Π – Π)

Αν δύ ο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ανάλογες μία προς μία, τό τε είναι ό μοια.

​ =
AB
A B′ ′

​ =
BΓ
B Γ′ ′

​  ⟹ 
AΓ
A Γ′ ′

ABΓ ≈ A B Γ .′ ′ ′

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Με την ίδια κατασκευή  ( , ) έχουμε , δηλαδή  .

Συγκρίνοντας με την υπό θεση παίρνουμε  και . Άρα τα τρίγωνα  και  είναι ίσα (Π-Π-
Π) και το συμπέρασμα έπεται.

AB =′′ A B′ ′ B Γ ∥′′ ′′ BΓ ​ =
AB
AB′′

​ =
AΓ
AΓ′′

​

BΓ
B Γ′′ ′′

​ =
AB
A B′ ′

​ =
AΓ
AΓ′′

​

BΓ
B Γ′′ ′′

AΓ =′′ A Γ′ ′ B Γ =′′ ′′ B Γ′ ′ AB Γ′′ ′′ A B Γ′ ′ ′

ΣΥΝΟΨΗ — Τα τρία κριτήρια με μια ματιά

Κριτήριο Τι ελέγχουμε Αντίστοιχο κριτήριο ισότητας

1ο (Γ – Γ) δύ ο γωνίες ίσες Γ – Π – Γ

2ο (Π – Γ – Π) δύ ο πλευρές ανάλογες + περιεχό μενη γωνία ίση Π – Γ – Π

3ο (Π – Π – Π) τρεις πλευρές ανάλογες Π – Π – Π

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Η μεγάλη «ανταμοιβή»

Μό λις αποδείξουμε ό τι δύ ο τρίγωνα είναι ό μοια, κερδίζουμε αμέσως όλα τα υπό λοιπα στοιχεία: ίσες ό λες τις γωνίες και
ανά λογες ό λες τις πλευρές. Γι' αυτό  η ομοιό τητα χρησιμοποιείται συχνά  ως «ενδιά μεσο βή μα» για να αποδείξουμε μια
ισό τητα γωνιώ ν ή  μια σχέση γινομένων .x ⋅ y = z ⋅ w
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δέντρο

ρά βδος 1,8 m

12 m12 m
2,4 m2,4 m

Λόγος ομόλογων στοιχείων

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Ύψος δέντρου από τη σκιά

Μια ρά βδος ύ ψους  m, κά θετη στο έδαφος, ρίχνει σκιά   m. Την ίδια
στιγμή  ένα δέντρο ρίχνει σκιά   m. Πό σο ψηλό  είναι το δέντρο;

ΛΥΣΗ

Οι ακτίνες του ή λιου είναι (πρακτικά ) παρά λληλες, οπό τε σχηματίζουν ίσες γωνίες με το έδαφος. Τα δύ ο ορθογώ νια
τρίγωνα (ρά βδος–σκιά  και δέντρο–σκιά ) έχουν μία οξεία γωνία ίση, ά ρα είναι ό μοια. Επομένως

ΘΕΩΡΗΜΑ — Ύψη, διάμεσοι, διχοτόμοι όμοιων τριγώνων

Αν δύ ο τρίγωνα είναι ό μοια με λόγο , τό τε ο λόγος δύ ο ομό λογων υψών, δύ ο ομό λογων διαμέσων και δύ ο ομό λογων
διχοτόμων τους ισού ται με . Το ίδιο ισχύ ει για τις περιμέτρους και για τις ακτίνες  και  του περιγεγραμμένου και του
εγγεγραμμένου κύ κλου.

λ

λ R ρ

ΑΠΟΔΕΙΞΗ — Για τα ύψη

∎

Αν  και  είναι τα ύ ψη από  τις ομό λογες κορυφές , , τα ορθογώ νια τρίγωνα  και  έχουν , ά ρα

είναι ό μοια (πό ρισμα του 1ου κριτηρίου). Επομένως . Για τις διαμέσους χρησιμοποιού με το 2ο κριτή ριο

στα τρίγωνα  και  (  και ), ενώ  για τις διχοτό μους το 1ο κριτή ριο στα τρίγωνα 

και .

AΔ A Δ′ ′ A A′ ABΔ A B Δ′ ′ ′ =B̂ B′^

​ =
AΔ
A Δ′ ′

​ =
AB
A B′ ′

λ

ABM A B M′ ′ ′ =B̂ B′^
​ =BM

B M′ ′
​ =BΓ/2

B Γ /2′ ′

λ ABΔ

A B Δ′ ′ ′

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Λάθος αντιστοιχία πλευρών

Δίνεται ό τι  με , . Ο μαθητή ς γρά φει ✗ .

✓  Ομό λογες κορυφές: , , . Γρά φουμε τα τρίγωνα «στοιχισμένα»: . Τό τε 

. Οι ομόλογες πλευρές βρίσκονται απέναντι από ίσες γωνίες.

ABΓ ≈ ΔEZ =Â Ẑ =B̂ Δ̂ ​ =
ΔE
AB

​

EZ
BΓ

A ↔ Z B ↔ Δ Γ ↔ E ABΓ ≈ ZΔE ​ =
ZΔ
AB

​ =
ΔE
BΓ

​

ZE
AΓ

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Προσοχή στο «Π – Π – Γ»

Δύ ο πλευρές ανά λογες και μια ίση γωνία που δεν είναι η περιεχό μενη δεν εξασφαλίζουν ομοιό τητα — ακριβώ ς ό πως δεν
εξασφαλίζουν ισό τητα. Στο 2ο κριτή ριο η ίση γωνία πρέπει να βρίσκεται ανάμεσα στις δύ ο ανά λογες πλευρές.

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Πώς βρίσκουμε τα όμοια τρίγωνα σε μια άσκηση

1. Αν θέλουμε να αποδείξουμε σχέση της μορφή ς  ή  , ψά χνουμε δύο τρίγωνα: το ένα να έχει πλευρές

 και το ά λλο  (ή  το ένα … — δοκιμά ζουμε).

2. Ψά χνουμε ίσες γωνίες: κοινές γωνίες, κατακορυφή ν, εντό ς εναλλά ξ από  παρά λληλες, εγγεγραμμένες στο ίδιο τό ξο,
γωνίες ορθογωνίων τριγώ νων με κοινή  οξεία.

3. Συνή θως το 1ο κριτή ριο αρκεί. Αν έχουμε δεδομένα μή κη, ελέγχουμε το 2ο ή  το 3ο.

4. Γρά φουμε την ομοιό τητα με σωστή σειρά κορυφών και μετά  την αναλογία.

​ =
y

x
​

w

z
x ⋅ w = y ⋅ z

x, z y,w x, y

1,8 2,4
12
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∎

∎

ΑΑ

ΒΒ ΓΓΔΔ

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Γωνίες και πλευρές

Τρίγωνο  έχει ,  και . Τρίγωνο  έχει ,  και . Να εξεταστεί αν
είναι ό μοια, να βρεθεί ο λόγος ομοιό τητας (του  ως προς το ) και να εκφραστεί η  συναρτή σει της .

ΛΥΣΗ

Στο : . Στο : . Άρα , ,  και (1ο κριτή ριο)
 — προσέξτε τη σειρά  των κορυφώ ν!

Ομό λογες πλευρές: , , . Το ζεύ γος ,  είναι ζεύ γος ομόλογων πλευρώ ν,

ά ρα  και .

Αν είχαμε αντιστοιχίσει «κατά  γρά μμα» ( , ), θα γρά φαμε λά θος αναλογίες· η αντιστοίχιση γίνεται πάντα
μέσω των ίσων γωνιών.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Ορθογώνιο τρίγωνο και ύψος

Σε ορθογώ νιο τρίγωνο  ( ) φέρνουμε το ύ ψος . Να αποδειχθεί ό τι
 και .

ΛΥΣΗ

Πρώτη σχέση. Τα ορθογώ νια τρίγωνα  (ορθή  στο ) και  (ορθή  στο ) έχουν κοινή  την οξεία γωνία , ά ρα
είναι ό μοια:  (με αντιστοιχία , , ). Επομένως

Δεύτερη σχέση. Τα τρίγωνα  και  είναι ορθογώ νια στο , και . Άρα  και

Θα ξανασυναντή σουμε αυτές τις σχέσεις, ως βασικές μετρικές σχέσεις, στο Κεφά λαιο 9.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Αντιπαράλληλη και εγγράψιμο τετράπλευρο

Στις πλευρές  και  τριγώ νου  παίρνουμε σημεία  και  αντίστοιχα, ώ στε . Να αποδειχθεί
ό τι  και ό τι το τετρά πλευρο  είναι εγγρά ψιμο.

​ =
1,8
h

​ =
2,4
12

5 ⇒ h = 9 m.

ABΓ =Â 50∘ =B̂ 70∘ AB = 8 ΔEZ =Δ̂ 70∘ =Ẑ 60∘ EΔ = 12
ΔEZ ABΓ ΔZ BΓ

ABΓ =Γ̂ 180 −∘ 120 =∘ 60∘ ΔEZ =Ê 180 −∘ 130 =∘ 50∘ =Â Ê =B̂ Δ̂ =Γ̂ Ẑ
ABΓ ≈ EΔZ

AB ↔ EΔ BΓ ↔ ΔZ AΓ ↔ EZ AB = 8 EΔ = 12

λ = ​ =
AB
EΔ

​ =
8

12
​

2
3

ΔZ = ​BΓ
2
3

A ↔ Δ B ↔ E

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Το προηγού μενο παρά δειγμα δείχνει κά τι σημαντικό : για να βρού με τον λόγο ομοιό τητας χρειαζό μαστε ένα ζεύγος
γνωστών ομόλογων πλευρών. Πρώ τα αντιστοιχίζουμε σωστά  τις κορυφές και μετά  κοιτά με τι ξέρουμε.

ABΓ =Â 90∘ AΔ
AB =2 BΓ ⋅ BΔ AΔ =2 BΔ ⋅ ΔΓ

ΔBA Δ ABΓ A B̂
ΔBA ≈ ABΓ Δ ↔ A B ↔ B A ↔ Γ

​ =
BA
BΔ

​ ⇒
BΓ
BA

AB =2 BΓ ⋅ BΔ.

ΔBA ΔAΓ Δ =ΔAΓ 90 −∘ =Γ̂ B̂ ΔBA ≈ ΔAΓ

​ =
ΔA
ΔB

​ ⇒
ΔΓ
ΔA

AΔ =2 BΔ ⋅ ΔΓ.

AB AΓ ABΓ Δ E AΔ ⋅ AB = AE ⋅ AΓ
=AΔE Γ̂ BΔEΓ
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ΑΑ

ΒΒ ΓΓ

ΔΔ

ΕΕ

∎

xx

ΑΑ

ΒΒ ΓΓ

ΔΔ ΕΕ

υ

∎

ΛΥΣΗ

Η σχέση γρά φεται . Τα τρίγωνα  και  έχουν λοιπό ν δύ ο πλευρές ανά λογες ( , 

) και την περιεχό μενη γωνία  κοινή . Από  το 2ο κριτή ριο , οπό τε .

Η  είναι εξωτερική  γωνία του τετραπλεύ ρου  στην κορυφή   και ισού ται με την απέναντι εσωτερική
γωνία . Άρα το  είναι εγγρά ψιμο.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Τετράγωνο εγγεγραμμένο σε τρίγωνο

Τρίγωνο  έχει βά ση  και αντίστοιχο ύ ψος . Εγγρά φουμε σε αυτό
τετρά γωνο με τη μία πλευρά  πά νω στη  και τις δύ ο ά λλες κορυφές  στις

, . Να αποδειχθεί ό τι η πλευρά  του τετραγώ νου είναι .

Εφαρμογή : , .

ΛΥΣΗ

Η  είναι παρά λληλη στη  (απέναντι πλευρά  του τετραγώ νου), ά ρα . Ο λόγος ομοιό τητας ισού ται με
τον λόγο των βά σεων, αλλά  και με τον λόγο των αντίστοιχων υψώ ν από  το . Το ύ ψος του μικρού  τριγώ νου είναι 

 (το ύ ψος του μεγά λου μείον την πλευρά  του τετραγώ νου). Επομένως

Για , : .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6 Τραπέζιο: οι διαγώνιοι χωρίζονται σε λόγο βάσεων

Σε τραπέζιο  με ,  και , οι διαγώ νιοι τέμνονται στο . Αν , να βρεθού ν τα  και
.

ΛΥΣΗ

​ =
AΓ
AΔ

​

AB
AE

AΔE AΓB AΔ ↔ AΓ AE ↔

AB Â AΔE ≈ AΓB =AΔE =AΓB Γ̂

AΔE BΔEΓ Δ
Γ̂ BΔEΓ

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Η  του προηγού μενου παραδείγματος λέγεται αντιπαράλληλη της : σχηματίζει ίσες γωνίες με τις πλευρές, αλλά
«αντίστροφα» από  ό ,τι μια παρά λληλη (  αντί για ).

ΔE BΓ
=AΔE Γ̂ B̂

ABΓ BΓ = α υ

BΓ Δ, E
AB AΓ x = ​

α + υ

αυ

α = 12 υ = 6

ΔE BΓ AΔE ≈ ABΓ
A υ −

x

​ =
α

x
​ ⇒

υ

υ − x
xυ = αυ − αx ⇒ x(α + υ) = αυ ⇒ x = ​.

α + υ

αυ

α = 12 υ = 6 x = ​ =
18
72

4

ABΓΔ AB ∥ ΓΔ AB = 10 ΓΔ = 4 O AΓ = 21 OA
OΓ
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∎

∎

Τα τρίγωνα  και  έχουν  και  (εντό ς εναλλά ξ, ). Άρα  και

Με ,  και : , οπό τε  και .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7 Ομοιότητα με τρεις πλευρές

Να εξεταστεί αν τα τρίγωνα με πλευρές  και  είναι ό μοια· αν ναι, να βρεθεί ο λόγος των περιμέτρων τους και ο
λόγος των υψώ ν τους που αντιστοιχού ν στις μεγαλύ τερες πλευρές.

ΛΥΣΗ

Αντιστοιχίζουμε μικρότερη με μικρότερη, μεσαία με μεσαία, μεγαλύ τερη με μεγαλύ τερη: . Από  το

3ο κριτή ριο τα τρίγωνα είναι ό μοια με . Επομένως ο λόγος των περιμέτρων είναι  και ο λόγος των

ομό λογων υψώ ν είναι επίσης .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Ένα κοντά ρι ύ ψους  m ρίχνει σκιά   m, ενώ  την ίδια ώ ρα ένα κτίριο ρίχνει σκιά   m. Να βρεθεί το ύ ψος του κτιρίου.

→ Λύση 8.2/1

2

●○○

Να εξετά σετε ποια από  τα παρακά τω ζεύ γη τριγώ νων είναι ό μοια: (α) γωνίες  και  (β) πλευρές  και
 (γ) πλευρές  με περιεχό μενη γωνία  και πλευρές  με περιεχό μενη γωνία .

→ Λύση 8.2/2

3

●○○

Δύ ο ό μοια τρίγωνα έχουν λόγο ομοιό τητας . Αν ένα ύ ψος του μικρού  είναι  και η περίμετρος του μεγά λου είναι , να

βρεθεί το ομό λογο ύ ψος του μεγά λου και η περίμετρος του μικρού .

→ Λύση 8.2/3

4

●●○

Σε τρίγωνο  με ,  παίρνουμε σημείο  της  με . Να αποδείξετε ό τι .

→ Λύση 8.2/4

5

●●○

Δύ ο χορδές  και  κύ κλου τέμνονται στο εσωτερικό  σημείο . Να αποδείξετε, με ό μοια τρίγωνα, ό τι 
. Εφαρμογή : , , · να βρεθεί το .

→ Λύση 8.2/5

OAB OΓΔ =OAB OΓΔ =OBA OΔΓ AB ∥ ΓΔ OAB ≈ OΓΔ

​ =
OΓ
OA

​ =
ΓΔ
AB

​ =
4

10
​.

2
5

OA = 5κ OΓ = 2κ AΓ = 7κ = 21 κ = 3 OA = 15 OΓ = 6

4, 6, 8 6, 9, 12

​ =
4
6

​ =
6
9

​ =
8

12
​

2
3

λ = ​

2
3

​ =
18
27

​

2
3

​

2
3

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Σωστή αντιστοίχιση στο 3ο κριτήριο

Όταν δίνονται μό νο τα μή κη, ταξινομούμε τις πλευρές κά θε τριγώ νου κατά  μέγεθος και συγκρίνουμε τους λόγους με αυτή
τη σειρά . Αν οι τρεις λόγοι βγουν ίσοι, τα τρίγωνα είναι ό μοια· αλλιώ ς δεν είναι (σε κά θε ά λλη αντιστοίχιση οι λόγοι
σίγουρα δεν θα ή ταν ίσοι).

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Η ομοιό τητα τριγώ νων είναι από  τα πιο «αγαπημένα» θέματα των εξετάσεων. Στο mathgreece.com θα βρεις ολοκληρωμένο
δωρεάν φροντιστήριο με κατηγοριοποιημένες ασκήσεις ομοιό τητας και αναλυτικές λύ σεις.

Μάθημα 8.2 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

2 1,5 18

40 , 75∘ ∘ 75 , 65∘ ∘ 3, 5, 7
6, 10, 15 5, 7 48∘ 15, 21 48∘

​

3
4

9 48

ABΓ AB = 8 AΓ = 12 Δ AΓ AΔ = ​

3
16

=ABΔ Γ̂

AB ΓΔ P PA ⋅ PB =
PΓ ⋅ PΔ PA = 4 PB = 9 PΓ = 3 PΔ
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6

●●○

Σε τρίγωνο με βά ση  και αντίστοιχο ύ ψος  εγγρά φεται ορθογώ νιο με τη μία πλευρά  στη βά ση, του οποίου
η πλευρά  που είναι παρά λληλη στη βά ση είναι διπλά σια από  την ά λλη. Να βρεθού ν οι διαστά σεις του.

→ Λύση 8.2/6

7

●●○

Σε ορθογώ νιο τρίγωνο  ( ) το ύ ψος  χωρίζει την υποτείνουσα σε τμή ματα  και . Να
βρεθού ν τα ,  και .

→ Λύση 8.2/7

8

●●○

Σε παραλληλόγραμμο  μια ευθεία από  το  τέμνει τη διαγώ νιο  στο , την πλευρά   στο  και την
προέκταση της  στο . Να αποδείξετε ό τι .

→ Λύση 8.2/8

9

●●●

Στο τρίγωνο  οι  και  είναι ύ ψη. Να αποδείξετε ό τι το τρίγωνο  είναι ό μοιο με το  και ό τι 

.

→ Λύση 8.2/9

10

●●●

Μια φωτογραφία  cm μεγεθύ νεται ώ στε η μικρή  της πλευρά  να γίνει  cm. Πό σες φορές μεγαλύ τερη γίνεται η
περίμετρος; Χωρά ει η μεγέθυνση σε κορνίζα  cm;

→ Λύση 8.2/10

α = 15 υ = 10

ABΓ =Â 90∘ AΔ BΔ = 4 ΔΓ = 9
AΔ AB AΓ

ABΓΔ A BΔ E ΓΔ Z
BΓ H AE =2 EZ ⋅ EH

ABΓ BE ΓZ AEZ ABΓ ​ =
BΓ
EZ

​

AB
AE

10 × 15 24
25 × 35
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Μετρικές σχέσεις

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο

Τα μαθήματα του κεφαλαίου

9.1 Ορθές προβολές

9.2 Το Πυθαγόρειο θεώρημα

9.3 Γεωμετρικές κατασκευές

9.4 Γενίκευση του Πυθαγόρειου
θεωρήματος

9.5 Θεωρήματα διαμέσων

9.6 Βασικοί γεωμετρικοί τόποι

9.7 Τέμνουσες κύκλου – Δύναμη
σημείου

Τι θα κατακτήσεις

Να βρίσκεις προβολές τμημάτων και
πλευρών.
Να εφαρμόζεις το Πυθαγόρειο θεώρημα
και τις μετρικές σχέσεις του ορθογωνίου
τριγώνου.
Να κατασκευάζεις τμήματα όπως ,

, .
Να αναγνωρίζεις το είδος ενός τριγώνου
από τις πλευρές του και να εφαρμόζεις τη
γενίκευση του Πυθαγορείου.
Να υπολογίζεις διαμέσους και να λύνεις
προβλήματα γεωμετρικών τόπων.
Να χρησιμοποιείς τη δύναμη σημείου ως
προς κύκλο.

Μετρικές σχέσεις λέμε τις ισό τητες που συνδέουν
τα μήκη των στοιχείων ενό ς σχήματος: πλευρές,
ύ ψη, διαμέσους, προβολές, τμήματα χορδώ ν.
Ξεκινάμε από  το πιο διάσημο θεώ ρημα ό λων των
εποχώ ν, το Πυθαγό ρειο, και το γενικεύ ουμε σε
κάθε τρίγωνο. Στη συνέχεια υπολογίζουμε
διαμέσους, βρίσκουμε γεωμετρικού ς τό πους και
ανακαλύ πτουμε τη «δύ ναμη» ενό ς σημείου ως
προς κύ κλο.

​αβ

α ​ν ​α ± β2 2

Συμπληρωματικό υλικό, βίντεο και επιπλέον ασκήσεις για το Κεφάλαιο 9: mathgreece.com



Μετρικές σχέσεις
Μ Α Θ Η Μ Α  9 . 1

Ορθές προβολές

Προβολή σημείου και τμήματος

ε

ΑΑ

ΒΒ

Α'Α' Β'Β'

ΓΓ ΔΔ

Γ'Γ' Δ'Δ'

ΕΕ

ΖΖ

Ε' ≡ Ζ'Ε' ≡ Ζ'

Οι τρεις περιπτώσεις: γενική θέση, ΑΒ ∥ ε, ΑΒ ⊥ ε

Από  το σχή μα φαίνονται αμέσως τα εξή ς:

Αν , τό τε  (το  είναι ορθογώ νιο).

Αν , η προβολή  του είναι ένα σημείο (μηδενικό  τμή μα).

Σε κά θε ά λλη περίπτωση η προβολή  είναι μικρότερη από  το τμή μα: .

Προβολές πλευρών σε τρίγωνο

Σε τρίγωνο , έστω  το ύ ψος από  την κορυφή  . Η προβολή  της πλευρά ς  πά νω στην ευθεία  είναι το  και η
προβολή  της  είναι το . Η θέση του ίχνους  εξαρτά ται από  το είδος των γωνιώ ν  και :

ΑΑ

ΒΒ ΓΓΔΔ

Β, Γ οξείες: το Δ στη ΒΓ

ΑΑ

ΒΒ ΓΓΔΔ

Β αμβλεία: το Δ έξω από τη ΒΓ

ΑΑ

ΓΓΒ ≡ ΔΒ ≡ Δ

Β ορθή: Δ ≡ Β

Αν  οξεία, το  βρίσκεται στην ημιευθεία .

Αν  αμβλεία, το  βρίσκεται στην προέκταση της  προς το .

Αν , το  ταυτίζεται με το  και η προβολή  της  στη  είναι μηδενική .

ZQL8ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9

ΟΡΙΣΜΟΣ — Ορθή προβολή σημείου

Ορθή προβολή (ή  απλά  προβολή ) ενό ς σημείου  πά νω σε μια ευθεία  λέγεται το ίχνος  της κά θετης που φέρνουμε
από  το  προς την . Αν το  ανή κει στην , η προβολή  του είναι το ίδιο το .

A ε A′

A ε A ε A

ΟΡΙΣΜΟΣ — Ορθή προβολή τμήματος

Προβολή  ενό ς τμή ματος  πά νω σε ευθεία  λέγεται το τμή μα  που έχει ά κρα τις προβολές ,  των ά κρων του.AB ε A B′ ′ A′ B′

AB ∥ ε A B =′ ′ AB ABB A′ ′

AB ⊥ ε

A B <′ ′ AB

ΘΕΩΡΗΜΑ — Μήκος της προβολής

Η προβολή   ενό ς τμή ματος  σε ευθεία  ικανοποιεί , με την ισό τητα να ισχύ ει μό νο ό ταν  (ή  
πά νω στην ).

A B′ ′ AB ε A B ≤′ ′ AB AB ∥ ε AB
ε

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Αν , φέρνουμε από  το  παρά λληλη προς την  που τέμνει την  στο . Τό τε  (ορθογώ νιο )
και στο ορθογώ νιο τρίγωνο  το  είναι κά θετη πλευρά  ενώ  το  υποτείνουσα. Άρα .

AB ∥ ε A ε BB′ K AK = A B′ ′ AKB A′ ′

AKB AK AB A B =′ ′ AK < AB

ABΓ AΔ A AB BΓ BΔ
AΓ ΓΔ Δ B̂ Γ̂

B̂ Δ BΓ

B̂ Δ ΓB B

=B̂ 90∘ Δ B AB BΓ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9 · ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ Μάθημα 9.1 · Ορθές προβολές

47mathgreece.com · δωρεάν πλήρες φροντιστήριο Γεωμετρία Β΄ Λυκείου · Πλήρες βοήθημα

https://mathgreece.com


∎

∎

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Προβολή υπό γωνία 60°

Ένα τμή μα  σχηματίζει γωνία  με μια ευθεία . Να βρεθεί το μή κος της προβολή ς του στην .

ΛΥΣΗ

Αν  είναι η προβολή , φέρνοντας από  το  παρά λληλη προς την  σχηματίζεται ορθογώ νιο τρίγωνο με
υποτείνουσα  και γωνία  στο . Η ά λλη οξεία γωνία είναι , και η κά θετη πλευρά  απέναντι από  αυτή
(που είναι ίση με την προβολή ) ισού ται με το μισό  της υποτείνουσας. Άρα . (Με τριγωνομετρία: 

.)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Ισοσκελές τρίγωνο

Ισοσκελές τρίγωνο  έχει βά ση  και σκέλη . Να βρεθεί η προβολή  της  στη  και το ύ ψος
.

ΛΥΣΗ

Στο ισοσκελές το ύ ψος  είναι και διά μεσος, ά ρα  είναι το μέσο της  και η προβολή  της  στη  είναι 
. Από  το Πυθαγό ρειο (που θα δού με αναλυτικά  στο επό μενο μά θημα) .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Πού «πέφτει» το ύψος;

Σε τρίγωνο  είναι . Να εξηγηθεί πού  βρίσκεται η προβολή  της κορυφή ς  στην ευθεία  και ποια είναι η
προβολή  της πλευρά ς  στη .

ΛΥΣΗ

Αφού  η  είναι αμβλεία, το ίχνος  του ύ ψους από  το  βρίσκεται στην προέκταση της , πέρα από  το . Η προβολή
της  στη  είναι το τμή μα , δηλαδή  μεγαλύτερο από  την πλευρά  .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Τμή μα μή κους  σχηματίζει με ευθεία  γωνία . Να βρεθεί η προβολή  του στην .

→ Λύση 9.1/1

2

●○○

Σε ορθογώ νιο τρίγωνο  με , ποια είναι η προβολή  της  πά νω στην ; Ποια είναι η προβολή  της 
πά νω στην ;

→ Λύση 9.1/2

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Σύνδεση με την τριγωνομετρία

Αν το τμή μα  σχηματίζει γωνία  με την ευθεία , τό τε η προβολή  του είναι . Για παρά δειγμα, σε
τρίγωνο με οξεία : . Η σχέση αυτή  θα μας δώ σει αργό τερα τον νό μο των συνημιτό νων.

AB φ ε A B =′ ′ AB ⋅ ∣συνφ∣
B̂ BΔ = γ συνB

AB = 10 60∘ ε ε

A B′ ′ A ε

AB = 10 60∘ A 30∘

A B =′ ′ 5 10 ⋅
συν60 =∘ 5

ABΓ BΓ = 10 AB = AΓ = 13 AB BΓ
AΔ

AΔ Δ BΓ AB BΓ BΔ =
5 AΔ = ​ =13 − 52 2

​ =144 12

ABΓ =B̂ 110∘ A BΓ
AΓ BΓ

B̂ Δ A ΓB B
AΓ BΓ ΔΓ = ΔB + BΓ BΓ

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Η προβολή «πάντα μέσα στην πλευρά»

✗ «Η προβολή  της  στη  είναι πά ντα ένα κομμά τι της πλευρά ς .»

✓ Αυτό  ισχύ ει μό νο αν η γωνία  είναι οξεία και η  οξεία. Σε αμβλυγώ νιο τρίγωνο το ύ ψος μπορεί να πέφτει έξω από  την
πλευρά . Σχεδίαζε πά ντα το σχή μα σύ μφωνα με τα δεδομένα!

AB BΓ BΓ

B̂ Γ̂

Μάθημα 9.1 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

8 ε 45∘ ε

ABΓ =Â 90∘ AB AΓ BΓ
AΓ
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3

●●○

Ισοσκελές τρίγωνο έχει σκέλη  και γωνία κορυφή ς . Να βρεθεί η προβολή  ενό ς σκέλους πά νω στη βά ση και το
μή κος της βά σης.

→ Λύση 9.1/3

4

●●○

Να αποδείξετε ό τι οι προβολές δύ ο ίσων και παρά λληλων τμημά των σε μια ευθεία είναι ίσες.

→ Λύση 9.1/4

10 120∘
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γγ ββ
υυ

ΒΔΒΔ ΔΓΔΓ

ΑΑ

ΒΒ ΓΓΔΔ

Ορθογώνιο τρίγωνο με ύψος ΑΔ

16

9

25

Η κλασική εικόνα: 9 + 16 = 25

Μετρικές σχέσεις
Μ Α Θ Η Μ Α  9 . 2

Το Πυθαγόρειο θεώρημα

Οι βασικές μετρικές σχέσεις του ορθογωνίου τριγώνου

Θεωρού με ορθογώ νιο τρίγωνο  με , υποτείνουσα , κά θετες
πλευρές ,  και ύ ψος . Τα  και  είναι οι προβολές
των κά θετων πλευρώ ν πά νω στην υποτείνουσα.

Το ύ ψος χωρίζει το τρίγωνο σε δύ ο μικρό τερα ορθογώ νια τρίγωνα,  και
. Και τα τρία τρίγωνα ( , , ) είναι όμοια μεταξύ  τους, αφού

είναι ορθογώ νια και έχουν ανά  δύ ο μια κοινή  οξεία γωνία. Από  αυτή  την απλή
παρατή ρηση πηγά ζουν ό λα τα επό μενα.

ZQL9ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9

ABΓ =Â 90∘ BΓ = α

AΓ = β AB = γ AΔ = υ BΔ ΔΓ

ΔBA
ΔAΓ ABΓ ΔBA ΔAΓ

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεώρημα Ι (κάθετη πλευρά και προβολή)

Σε κά θε ορθογώ νιο τρίγωνο, το τετρά γωνο μιας κά θετης πλευρά ς ισού ται
με το γινό μενο της υποτείνουσας επί την προβολή  της πλευρά ς αυτή ς
πά νω στην υποτείνουσα:

AB =2 BΓ ⋅ BΔ, AΓ =2 BΓ ⋅ ΓΔ.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Τα ορθογώ νια τρίγωνα  και  έχουν κοινή  την οξεία γωνία , ά ρα είναι ό μοια, με ομό λογες πλευρές 

(προσκείμενες στη  κά θετες πλευρές) και  (υποτείνουσες). Επομένως , δηλαδή  .

Όμοια από  τα τρίγωνα  και  (κοινή  η ) παίρνουμε .

ΔBA ABΓ B̂ BΔ ↔ BA

B̂ BA ↔ BΓ ​ =
BA
BΔ

​

BΓ
BA

AB =2 BΓ ⋅ BΔ

ΔAΓ ABΓ Γ̂ AΓ =2 BΓ ⋅ ΓΔ

ΘΕΩΡΗΜΑ — Πυθαγόρειο θεώρημα

Σε κά θε ορθογώ νιο τρίγωνο το τετρά γωνο της υποτείνουσας ισού ται με το ά θροισμα των τετραγώ νων των κά θετων
πλευρώ ν:

α =2 β +2 γ .2

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Προσθέτουμε κατά  μέλη τις σχέσεις του Θεωρή ματος Ι:

(Χρησιμοποιή σαμε ό τι το  βρίσκεται μεταξύ   και , αφού  οι ,  είναι οξείες.)

AB +2 AΓ =2 BΓ ⋅ BΔ + BΓ ⋅ ΓΔ = BΓ (BΔ + ΔΓ) = BΓ ⋅ BΓ = BΓ .2

Δ B Γ B̂ Γ̂

ΘΕΩΡΗΜΑ — Αντίστροφο του Πυθαγορείου

Αν σε ένα τρίγωνο  ισχύ ει , τό τε το τρίγωνο είναι ορθογώ νιο με
.

ABΓ α =2 β +2 γ2

=Â 90∘

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Κατασκευά ζουμε ορθογώ νιο τρίγωνο  με  και κά θετες πλευρές
, . Από  το Πυθαγό ρειο, , ά ρα . Τα

τρίγωνα  και  έχουν τις τρεις πλευρές τους ίσες, οπό τε είναι ίσα, και
επομένως .

A B Γ′ ′ ′ =A′^ 90∘

A Γ =′ ′ β A B =′ ′ γ B Γ =′ ′2 β +2 γ =2 α2 B Γ =′ ′ α

ABΓ A B Γ′ ′ ′

=Â =A′^ 90∘
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Χρήσιμες εφαρμογές που πρέπει να ξέρεις «απέξω»

αα

α√2α√2

Διαγώνιος τετραγώνου

αα

α/2α/2

α√3/2α√3/2

Ύψος ισοπλεύρου

30°30°

60°60°
αα

α/2α/2

α√3/2α√3/2

Τρίγωνο 30°–60°–90°

Σχήμα Αποτέλεσμα

Τετράγωνο πλευράς διαγώ νιος 

Ορθογώ νιο διαγώ νιος 

Ισό πλευρο τρίγωνο πλευράς ύ ψος 

Ορθογώ νιο τρίγωνο με γωνία  και υποτείνουσα κάθετες πλευρές  (απέναντι από  ) και 

Ορθογώ νιο ισοσκελές με κάθετες υποτείνουσα 

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεώρημα ΙΙ (το ύψος)

Σε κά θε ορθογώ νιο τρίγωνο, το τετρά γωνο του ύ ψους που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα ισού ται με το γινό μενο των
προβολώ ν των κά θετων πλευρώ ν στην υποτείνουσα:

υ =2 AΔ =2 BΔ ⋅ ΔΓ.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎
Τα ορθογώ νια τρίγωνα  και  έχουν , ά ρα είναι ό μοια: , οπό τε .ΔBA ΔAΓ =ΔAΓ 90 −∘ =Γ̂ B̂ ​ =

ΔA
ΔB

​

ΔΓ
ΔA

AΔ =2 BΔ ⋅ ΔΓ

ΠΟΡΙΣΜΑ — Δύο ακόμη χρήσιμες σχέσεις

Η πρώ τη προκύ πτει από  την ομοιό τητα  ( ) — ή , ό πως θα δού με στο Κεφά λαιο 10, από  το ό τι το
εμβαδό ν γρά φεται και  και . Η δεύ τερη προκύ πτει από  την πρώ τη: .

β ⋅ γ = α ⋅ υ και ​ =
υ2

1
​ +

β2

1
​.

γ2

1

ΔAΓ ≈ ABΓ ​ =AB
AΔ

​BΓ
AΓ

​βγ2
1

​αυ2
1

​ =
υ2
1

​ =β γ2 2
α

2
​ =β γ2 2

β +γ2 2
​ +

γ2
1

​

β2
1

ΣΥΝΟΨΗ — Τυπολόγιο ορθογωνίου τριγώνου ( )

Σχέση Τι λέει

Πυθαγό ρειο θεώ ρημα

, κάθετη πλευρά² = υποτείνουσα × προβολή

ύ ψος² = γινό μενο προβολώ ν

γινό μενο καθέτων = υποτείνουσα × ύ ψος

αντίστροφα τετράγωνα

=Â 90∘

α =2 β +2 γ2

γ =2 α ⋅ BΔ β =2 α ⋅ ΓΔ

υ =2 BΔ ⋅ ΔΓ

βγ = αυ

​ =
υ2
1

​ +
β2
1

​

γ2
1

α δ = α ​2

α × β δ = ​α + β2 2

α υ = ​

2
α ​3

30∘ α
​

2
α

30∘
​

2
α ​3

α α ​2
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∎

∎

1212

55
1313

ΑΑ

ΒΒ

ΓΓ

ΔΔ

ΟΟ

Πυθαγόρειες τριάδες

Τριά δες θετικώ ν ακεραίων  με  λέγονται Πυθαγόρειες τριάδες. Οι πιο γνωστές: , ,
, , , καθώ ς και ό λα τα πολλαπλά σιά  τους, π.χ. , .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Όλα τα στοιχεία ορθογωνίου τριγώνου

Ορθογώ νιο τρίγωνο  ( ) έχει  και . Να βρεθού ν η υποτείνουσα, οι προβολές των κά θετων
πλευρώ ν και το ύ ψος .

ΛΥΣΗ

Υποτείνουσα: .

Προβολές:  και  (έλεγχος:  ✓).

Ύψος: . Επαλή θευση με το Θεώ ρημα ΙΙ:  ✓.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Είναι ορθογώνιο;

Να εξεταστεί αν είναι ορθογώ νια τα τρίγωνα με πλευρές: (α)  (β)  (γ) .

ΛΥΣΗ

Συγκρίνουμε το τετρά γωνο της μεγαλύτερης πλευρά ς με το ά θροισμα των τετραγώ νων των ά λλων:

(α)  και . Ίσα, ά ρα ορθογώ νιο (ορθή  απέναντι από  την πλευρά  ).

(β)  και . Δεν είναι ίσα, ά ρα όχι ορθογώ νιο. (Στο μά θημα 9.4 θα δού με ό τι, αφού  , είναι
οξυγώ νιο.)

(γ) Η μεγαλύ τερη είναι η  (αφού  ): . Ορθογώ νιο.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Ρόμβος

Οι διαγώ νιοι ενό ς ρό μβου έχουν μή κη  και . Να βρεθεί η πλευρά  του και το ύ ψος του.

ΛΥΣΗ

Οι διαγώ νιοι του ρό μβου διχοτομού νται και τέμνονται κά θετα. Σχηματίζονται 4
ίσα ορθογώ νια τρίγωνα με κά θετες πλευρές  και , οπό τε η πλευρά  είναι

.

Για το ύ ψος: το ορθογώ νιο τρίγωνο  έχει υποτείνουσα  και ύ ψος προς

αυτή ν . Το ύ ψος του ρό μβου είναι η από σταση των παρά λληλων

(x, y, z) x +2 y =2 z2 (3, 4, 5) (5, 12, 13)
(8, 15, 17) (7, 24, 25) (20, 21, 29) (6, 8, 10) (9, 12, 15)

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Πώς «φτιάχνουμε» Πυθαγόρειες τριάδες

Για οποιουσδή ποτε ακεραίους , οι αριθμοί , ,  αποτελού ν Πυθαγό ρεια τριά δα, γιατί 
. Π.χ.  δίνει ·  δίνει ·

 δίνει .

μ > ν > 0 μ −2 ν2 2μν μ +2 ν2 (μ −2

ν ) +2 2 (2μν) =2 μ −4 2μ ν +2 2 ν +4 4μ ν =2 2 (μ +2 ν )2 2 μ = 2, ν = 1 (3, 4, 5) μ = 3, ν = 2 (5, 12, 13)
μ = 4, ν = 1 (15, 8, 17)

ΛΙΓΗ ΙΣΤΟΡΙΑ

Το θεώ ρημα φέρει το ό νομα του Πυθαγόρα (6ος αι. π.Χ.), όμως πή λινες πινακίδες της Βαβυλώ νας (όπως η περίφημη
Plimpton 322, περ. 1800 π.Χ.) περιέχουν ή δη καταλόγους Πυθαγόρειων τριά δων. Η συμβολή  των Ελλή νων ή ταν η
απόδειξη: η μετατροπή  μιας εμπειρική ς γνώ σης σε θεώ ρημα. Σή μερα είναι γνωστές εκατοντά δες διαφορετικές αποδείξεις
του — μία από  αυτές οφείλεται σε έναν μελλοντικό  πρό εδρο των ΗΠΑ, τον Τζέιμς Γκά ρφιλντ!

ABΓ =Â 90∘ AB = 9 AΓ = 12
AΔ

α = ​ =81 + 144 ​ =225 15

BΔ = ​ =
α

γ2

​ =
15
81

5,4 ΔΓ = ​ =
α

β2

​ =
15

144
9,6 5,4 + 9,6 = 15

υ = ​ =
α

βγ
​ =

15
108

7,2 5,4 ⋅ 9,6 = 51,84 = 7,22

20, 21, 29 6, 7, 9 ​, , 2 ​3 5 2

29 =2 841 20 +2 21 =2 400 + 441 = 841 29

9 =2 81 6 +2 7 =2 85 81 < 85

2 ​2 8 > 5 > 3 (2 ​) =2 2 8 = 3 + 5

10 24

5 12
​ =25 + 144 13

OΓΔ 13

​ =
13

5 ⋅ 12
​

13
60

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9 · ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ Μάθημα 9.2 · Το Πυθαγόρειο θεώρημα

52mathgreece.com · δωρεάν πλήρες φροντιστήριο Γεωμετρία Β΄ Λυκείου · Πλήρες βοήθημα

https://mathgreece.com


∎

∎

55 66 55

1313

ΑΑ ΒΒ

ΓΓΔΔ

ΕΕ ΖΖ

∎

ΑΑ ΒΒ

ΓΓΔΔ

ΜΜ

x

y

∎

πλευρώ ν , , που είναι διπλά σια από  την από σταση του κέντρου  από  την : .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Η σκάλα που γλιστράει

Μια σκά λα μή κους  m ακουμπά  σε κατακό ρυφο τοίχο, με τη βά ση της  m μακριά  από  τον τοίχο. (α) Σε ποιο ύ ψος
φτά νει; (β) Αν η κορυφή  της γλιστρή σει  m προς τα κά τω, πό σο θα απομακρυνθεί η βά ση;

ΛΥΣΗ

(α)  m.

(β) Το νέο ύ ψος είναι  m, οπό τε η νέα από σταση της βά σης είναι  m. Η βά ση απομακρύ νθηκε 
 m — διπλά σια από σταση από  ό ση κατέβηκε η κορυφή !

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Ισοσκελές τραπέζιο

Ισοσκελές τραπέζιο έχει βά σεις  και  και μη παρά λληλες πλευρές . Να βρεθού ν το ύ ψος και η διαγώ νιό ς του.

ΛΥΣΗ

Φέρνουμε τα ύ ψη  και . Το  είναι ορθογώ νιο, ά ρα , και

λόγω συμμετρίας . Στο ορθογώ νιο τρίγωνο :

.

Για τη διαγώ νιο : στο ορθογώ νιο τρίγωνο  είναι  και
, ά ρα .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6 Απόδειξη με το Πυθαγόρειο

Δίνεται ορθογώ νιο  και τυχαίο σημείο  στο εσωτερικό  του. Να αποδειχθεί ό τι .

ΛΥΣΗ

Φέρνουμε από  το  παρά λληλες προς τις πλευρές. Αν οι αποστά σεις του  από  τις
,  είναι ,  και οι διαστά σεις του ορθογωνίου  (οριζό ντια) και 

(κατακό ρυφα), τό τε από  το Πυθαγό ρειο:

Τα δύ ο αθροίσματα  και  περιέχουν ακριβώ ς τους ίδιους
τέσσερις ό ρους, ά ρα είναι ίσα.

AB ΓΔ O ΓΔ υ = ​

13
120

5 1,4
0,8

h = ​ =5 − 1,42 2
​ =25 − 1,96 ​ =23,04 4,8

4 ​ =25 − 16 3 3 − 1,4 =
1,6

16 6 13

ΔE ΓZ ΔΓZE EZ = 6

AE = ZB = ​ =
2

16 − 6
5 AEΔ

ΔE = ​ =13 − 52 2 12

AΓ AZΓ AZ = 5 + 6 = 11
ΓZ = 12 AΓ = ​ =121 + 144 ​265

ABΓΔ M MA +2 MΓ =2 MB +2 MΔ2

M M
AΔ AB x y α β

MA =2 x +2 y , MΓ =2 2 (α − x) +2 (β − y) ,2

MB =2 (α − x) +2 y , MΔ =2 2 x +2 (β − y) .2

MA +2 MΓ2 MB +2 MΔ2

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Το Πυθαγόρειο σε μη ορθογώνιο τρίγωνο

✗ «Στο τρίγωνο με πλευρές , ,  έχουμε , ά ρα .»

✓ Το Πυθαγό ρειο ισχύ ει μόνο σε ορθογώ νιο τρίγωνο και η υποτείνουσα είναι η πλευρά  απέναντι από την ορθή. Αν δεν
ξέρουμε ό τι το τρίγωνο είναι ορθογώ νιο (και ποια γωνία είναι ορθή ), δεν μπορού με να το εφαρμό σουμε.

5 6 x x =2 25 + 36 x = ​61
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Σε ορθογώ νιο τρίγωνο οι κά θετες πλευρές είναι  και . Να βρεθού ν η υποτείνουσα και το ύ ψος προς αυτή ν.

→ Λύση 9.2/1

2

●○○

Σε ορθογώ νιο τρίγωνο η υποτείνουσα είναι  και μία κά θετη πλευρά  . Να βρεθού ν η ά λλη κά θετη πλευρά  και οι
προβολές των κά θετων πλευρώ ν στην υποτείνουσα.

→ Λύση 9.2/2

3

●○○

Να βρεθεί η διαγώ νιος ορθογωνίου με διαστά σεις  και η διαγώ νιος τετραγώ νου πλευρά ς .

→ Λύση 9.2/3

4

●○○

Ισό πλευρο τρίγωνο έχει ύ ψος . Να βρεθεί η πλευρά  του.
→ Λύση 9.2/4

5

●●○

Σε ορθογώ νιο τρίγωνο  ( ) το ύ ψος  ορίζει  και . Να βρεθού ν τα , ,  και να
επαληθευτεί το Πυθαγό ρειο.

→ Λύση 9.2/5

6

●●○

Ένα τρίγωνο έχει πλευρές ,  και . Για ποια τιμή  του  είναι ορθογώ νιο;

→ Λύση 9.2/6

7

●●○

Σε κύ κλο ακτίνας  μια χορδή  απέχει  από  το κέντρο. Να βρεθεί το μή κος της.
→ Λύση 9.2/7

8

●●○

Σε ορθογώ νιο τρίγωνο οι κά θετες πλευρές έχουν λόγο  και το ύ ψος προς την υποτείνουσα είναι . Να βρεθού ν οι
πλευρές του.

→ Λύση 9.2/8

9

●●○

Να αποδείξετε ό τι σε ορθογώ νιο τρίγωνο  ( ) με ύ ψος  ισχύ ει .

→ Λύση 9.2/9

10

●●●

Δύ ο κύ κλοι με ακτίνες  και  εφά πτονται εξωτερικά . Να βρεθεί το μή κος του κοινού  εξωτερικού  εφαπτό μενου
τμή ματος (μεταξύ  των σημείων επαφή ς).

→ Λύση 9.2/10

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Λάθος «πρόσθεση ριζών»

✗ .

✓ . Η ρίζα δεν «σπά ει» σε ά θροισμα: .

​ =9 + 16 ​ +9 ​ =16 7

​ =9 + 16 ​ =25 5 ​ =x + y  ​ +x ​y

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Στρατηγική σε προβλήματα με ορθογώνια τρίγωνα

1. Εντό πισε (ή  δημιούργησε, φέρνοντας ένα ύ ψος) ορθογώ νια τρίγωνα.

2. Ονό μασε με  το ά γνωστο μή κος και γρά ψε το Πυθαγό ρειο σε κάθε ορθογώ νιο τρίγωνο που περιέχει το .

3. Αν υπά ρχει ύ ψος προς την υποτείνουσα, σκέψου αμέσως τις σχέσεις , , .

x x

γ =2 α ⋅ BΔ υ =2 BΔ ⋅ ΔΓ βγ = αυ

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Θέλεις δεκάδες επιπλέον ασκήσεις στο Πυθαγό ρειο θεώ ρημα, από  τις πιο απλές μέχρι επίπεδο Πανελληνίων; Στο
mathgreece.com θα βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο με λύ σεις βήμα-βήμα.

Μάθημα 9.2 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

8 15

25 7

12 × 5 7

6

ABΓ =Â 90∘ AΔ BΔ = 3 ΔΓ = 12 AΔ AB AΓ

x x + 7 x + 8 x

13 5

3 : 4 12

ABΓ =Â 90∘ AΔ ​ =
AΓ2

AB2
​

ΔΓ
BΔ

9 4
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11

●●●

Σε ορθογώ νιο τρίγωνο  ( ) η διά μεσος  και το ύ ψος  έχουν μή κη  και  αντίστοιχα. Να βρεθού ν

οι πλευρές.
→ Λύση 9.2/11

ABΓ =Â 90∘ AM AΔ ​

2
25

12

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9 · ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ Μάθημα 9.2 · Το Πυθαγόρειο θεώρημα

55mathgreece.com · δωρεάν πλήρες φροντιστήριο Γεωμετρία Β΄ Λυκείου · Πλήρες βοήθημα

https://mathgreece.com


√2√2

√3√3
√4√4√5√5

√6√6

√7√7

√8√8
ΟΟ

Η «σπείρα του Θεόδωρου»

Μετρικές σχέσεις
Μ Α Θ Η Μ Α  9 . 3

Γεωμετρικές κατασκευές

Η ιδέα: «διαβάζουμε» έναν τύπο ως σχήμα

Οι μετρικές σχέσεις μά ς επιτρέπουν να κατασκευά ζουμε με κανό να και διαβή τη τμή ματα που δίνονται από  αλγεβρικού ς τύ πους.
Το κό λπο είναι να αναγνωρίσουμε σε κά θε τύ πο μια γνωστή  σχέση:

Τύπος Τον «βλέπουμε» ως Κατασκευή

υποτείνουσα με κάθετες ορθή  γωνία,  και  στις πλευρές της

 ( ) κάθετη πλευρά  με υποτείνουσα ημικύ κλιο διαμέτρου , χορδή  

μέση ανάλογος: ύ ψος ή  κάθετη πλευρά ημικύ κλιο (βλ. παρακάτω)

τέταρτη ανάλογος θεώ ρημα του Θαλή  (μάθημα 7.7)

διαδοχικές υποτείνουσες «σπείρα» ή  

Κατασκευή της μέσης αναλόγου

αα ββ

xx

ΒΒ ΔΔ ΓΓ

ΑΑ

1ος τρόπος: x = ύψος (υ² = ΒΔ·ΔΓ)

xx

ββ
αα

ΒΒ ΔΔ ΓΓ

ΑΑ

2ος τρόπος: x = κάθετη πλευρά (γ² = α·ΒΔ)

1ος τρόπος. Πά νω σε ευθεία παίρνουμε διαδοχικά   και  και γρά φουμε ημικύ κλιο διαμέτρου . Η κά θετη στο
 τέμνει το ημικύ κλιο στο . Η γωνία  είναι εγγεγραμμένη σε ημικύ κλιο, ά ρα ορθή , και το  είναι ύ ψος προς την

υποτείνουσα. Από  το Θεώ ρημα ΙΙ: , δηλαδή  .

2ος τρόπος (για ). Γρά φουμε ημικύ κλιο με διά μετρο , παίρνουμε  πά νω στη διά μετρο και φέρνουμε
κά θετη στο  που τέμνει το ημικύ κλιο στο . Από  το Θεώ ρημα Ι: , δηλαδή  .

Τα τμήματα

Επειδή  , το  είναι η υποτείνουσα ορθογωνίου ισοσκελού ς
τριγώ νου με κά θετες πλευρές . Στη συνέχεια : το  είναι
υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώ νου με κά θετες  και . Συνεχίζοντας, κά θε φορά
φέρνουμε στο ά κρο της προηγού μενης υποτείνουσας κά θετο τμή μα ίσο με , και
παίρνουμε διαδοχικά  τα , , , … Το σχή μα που προκύ πτει λέγεται
σπείρα του Θεόδωρου, από  τον Θεό δωρο τον Κυρηναίο, δά σκαλο του Πλά τωνα.

ZQL10ZQ
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x = ​α + β2 2 α,β α β

x = ​α − β2 2 α > β α α β

x = ​αβ

x = ​

α

βγ

x = α ​ν ​α ⋅ να

x = ​αβ

BΔ = α ΔΓ = β BΓ
Δ A BAΓ AΔ

AΔ =2 BΔ ⋅ ΔΓ = αβ x = AΔ

α > β BΓ = α BΔ = β

Δ A AB =2 BΓ ⋅ BΔ = αβ x = AB

α ​,α ​, … ,α ​2 3 ν

(α ​) =2 2 α +2 α2 α ​2
α (α ​) =3 2 (α ​) +2 2 α2 α ​3

α ​2 α

α

α ​ =4 2α α ​5 α ​6

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Ένας γρηγορότερος δρόμος

Επειδή  , το  είναι η μέση ανά λογος των τμημά των  και
, και κατασκευά ζεται με μία μό νο κατασκευή  ημικυκλίου.

α ​ =ν α ⋅ (να) α ​ν α

να
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xx yy

κκ

ΒΒ ΓΓΔΔ

ΑΑ

x + y = σ, x·y = κ²

∎

∎

∎

Δύο τμήματα με γνωστό άθροισμα και γνωστό γινόμενο

Ζητά με τμή ματα  με  και  (ό που  δοσμένα τμή ματα).
Αλγεβρικά , τα  είναι οι ρίζες της . Γεωμετρικά : γρά φουμε
ημικύ κλιο διαμέτρου  και φέρνουμε παρά λληλη προς τη  σε από σταση .
Αν τέμνει το ημικύ κλιο σε ένα σημείο  με προβολή  , τό τε , δηλαδή

 και  είναι τα ζητού μενα.

Διερεύνηση: η παρά λληλη τέμνει το ημικύ κλιο μό νο αν , δηλαδή  

— ακριβώ ς η συνθή κη μη αρνητική ς διακρίνουσας της εξίσωσης! Η Γεωμετρία και η
Άλγεβρα λένε το ίδιο πρά γμα με δύ ο γλώ σσες.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Κατασκευή του √6

Δίνεται μοναδιαίο τμή μα. Να περιγραφού ν δύ ο τρό ποι κατασκευή ς τμή ματος μή κους .

ΛΥΣΗ

Ως μέση ανάλογος: . Παίρνουμε διαδοχικά  τμή ματα  και  πά νω σε ευθεία, γρά φουμε ημικύ κλιο
διαμέτρου  και φέρνουμε κά θετη στο σημείο ένωσης. Το τμή μα της κά θετης μέχρι το ημικύ κλιο έχει μή κος .

Ως υποτείνουσα: , ή  καλύ τερα . Κατασκευά ζουμε το  (διαγώ νιος
μοναδιαίου τετραγώ νου) και ορθογώ νιο τρίγωνο με κά θετες  και · η υποτείνουσά  του είναι .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Τμήμα από σύνθετο τύπο

Δίνονται τμή ματα  με . Να κατασκευαστεί τμή μα .

ΛΥΣΗ

Κατασκευά ζουμε πρώ τα  ως υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώ νου με κά θετες  και . Τό τε 
 και (αφού  ) το  είναι κά θετη πλευρά  ορθογωνίου τριγώ νου με υποτείνουσα  και ά λλη κά θετη :

γρά φουμε ημικύ κλιο διαμέτρου , από  το ένα ά κρο παίρνουμε χορδή  , και η χορδή  από  το ά λλο ά κρο προς το ίδιο
σημείο είναι το  (η γωνία στο ημικύ κλιο είναι ορθή ).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Η τρίτη ανάλογος

Δίνονται τμή ματα  και . Να κατασκευαστεί τμή μα .

ΛΥΣΗ

Η σχέση γρά φεται , δηλαδή  το  είναι η τέταρτη ανά λογος των  (λέγεται και τρίτη ανάλογος των ).

Την κατασκευά ζουμε με το θεώ ρημα του Θαλή : σε γωνία  παίρνουμε ,  στη μία πλευρά , 
στην ά λλη, και από  το  φέρνουμε παρά λληλη στην  που τέμνει τη δεύ τερη πλευρά  στο · τό τε .

Εναλλακτικά, αν , με το Θεώ ρημα Ι του προηγού μενου μαθή ματος: γρά φουμε ημικύ κλιο με διά μετρο 
και από  το  φέρνουμε χορδή  . Η προβολή   της χορδή ς πά νω στη διά μετρο ικανοποιεί ,

δηλαδή  .

x, y x + y = σ xy = κ2 σ,κ
x, y t −2 σt + κ =2 0

BΓ = σ BΓ κ

A Δ AΔ =2 BΔ ⋅ ΔΓ
x = BΔ y = ΔΓ

κ ≤ ​

2
σ

κ ≤2
​(

2
σ)

2

​6

​ =6 ​2 ⋅ 3 2 3
5 ​6

6 = 1 + 5 = 1 + ( ​)5 2 6 = ( ​) +2 2 22
​2

​2 2 ​6

α,β, γ α +2 β >2 γ2 x = ​α + β − γ2 2 2

δ = ​α + β2 2 α β x =
​δ − γ2 2 δ > γ x δ γ

δ γ

x

α β x = ​

α

β2

​ =
β

α
​

x

β
x α,β,β α,β

O OA = α AB = β OΓ = β

B AΓ X x = ΓX

β < α BΓ = α

B BA = β BΔ BA =2 BΓ ⋅ BΔ

BΔ = ​ =
α

β2
x

ΠΡΟΣΟΧΗ!

Σε κά θε κατασκευαστικό  πρό βλημα πρέπει να γίνεται διερεύνηση: για ποιες τιμές των δεδομένων υπά ρχει λύ ση; Για
παρά δειγμα το  κατασκευά ζεται μό νο αν  (ή  , οπό τε είναι μηδενικό ).​α − β2 2 α > β α = β
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Δίνεται τμή μα . Να περιγρά ψετε την κατασκευή  τμημά των  και .

→ Λύση 9.3/1

2

●○○

Δίνονται τμή ματα  και . Να κατασκευά σετε τη μέση ανά λογό  τους και να υπολογίσετε το μή κος της.
→ Λύση 9.3/2

3

●●○

Δίνεται μοναδιαίο τμή μα. Να κατασκευά σετε τμή μα μή κους  με δύ ο τρό πους.

→ Λύση 9.3/3

4

●●○

Να κατασκευά σετε δύ ο τμή ματα  με  και  (μοναδιαίο τμή μα δοσμένο). Να βρείτε και αλγεβρικά
τα μή κη τους.

→ Λύση 9.3/4

5

●●●

Δίνεται τμή μα . Να κατασκευά σετε τμή μα . (Υπό δειξη: γρά ψτε το  ως διαφορά  δύ ο τετραγώ νων.)

→ Λύση 9.3/5

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Στο mathgreece.com θα βρεις τις κατασκευές αυτού  του μαθήματος σε κινού μενα σχήματα βήμα-βήμα, μαζί με πλήρες
δωρεάν φροντιστήριο για ό λη την ύ λη.

Μάθημα 9.3 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

α α ​2 α ​5

α = 4 β = 9

​7

x, y x + y = 10 xy = 16

α x = ​

2
α ​11

​4
11α2
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Μετρικές σχέσεις
Μ Α Θ Η Μ Α  9 . 4

Γενίκευση του Πυθαγόρειου θεωρήματος

Τι γίνεται όταν η γωνία δεν είναι ορθή;

Στο ορθογώ νιο τρίγωνο ισχύ ει . Αν «κλείσουμε» τη γωνία , η πλευρά   μικραίνει· αν την «ανοίξουμε», μεγαλώ νει.
Άρα περιμένουμε:

Τα επό μενα θεωρή ματα λένε ακριβώς πόσο διαφέρουν οι δύ ο ποσό τητες.

γγ αα

ββΑΑ

ΒΒ

ΓΓΔΔ

Οξεία γωνία Α

γγ αα

ββΑΑ

ΒΒ

ΓΓΔΔ

Αμβλεία γωνία Α

ZQL11ZQ
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α =2 β +2 γ2 Â α

<Â 90 ⇒∘ α <2 β +2 γ , >2 Â 90 ⇒∘ α >2 β +2 γ .2

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεώρημα Ι (απέναντι από οξεία γωνία)

Το τετρά γωνο πλευρά ς τριγώ νου που βρίσκεται απέναντι από  οξεία γωνία ισού ται με το ά θροισμα των τετραγώ νων των
δύ ο ά λλων πλευρώ ν ελαττωμένο κατά  το διπλά σιο γινό μενο της μιας από  αυτές επί την προβολή  της ά λλης πά νω σε
αυτή :

ό που  η προβολή  της  πά νω στην ευθεία .

<Â 90 ⇒∘ α =2 β +2 γ −2 2β ⋅ AΔ,

AΔ γ = AB AΓ

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεώρημα ΙΙ (απέναντι από αμβλεία γωνία)

Το τετρά γωνο πλευρά ς τριγώ νου που βρίσκεται απέναντι από  αμβλεία γωνία ισού ται με το ά θροισμα των τετραγώ νων
των δύ ο ά λλων πλευρώ ν αυξημένο κατά  το διπλά σιο γινό μενο της μιας από  αυτές επί την προβολή  της ά λλης πά νω σε
αυτή :

>Â 90 ⇒∘ α =2 β +2 γ +2 2β ⋅ AΔ.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ — (των Θεωρημάτων Ι και ΙΙ)

∎

Έστω  το ύ ψος από  το  προς την ευθεία . Στα ορθογώ νια τρίγωνα  και :

Αν  οξεία (και, για να είμαστε συγκεκριμένοι,  οξεία), το  είναι μεταξύ   και  και . Τό τε 
. (Αν η  είναι αμβλεία,  και ο υπολογισμό ς δίνει το ίδιο, αφού

το  εμφανίζεται στο τετρά γωνο.)

Αν  αμβλεία, το  είναι στην προέκταση της  πέρα από  το , οπό τε  και 
.

BΔ B AΓ BΔΓ BΔA

α =2 BΔ +2 ΔΓ , BΔ =2 2 γ −2 AΔ .2

Â Γ̂ Δ A Γ ΔΓ = β − AΔ α =2 γ −2

AΔ +2 (β − AΔ) =2 β +2 γ −2 2β ⋅ AΔ Γ̂ ΔΓ = AΔ − β

ΔΓ

Â Δ ΓA A ΔΓ = β + AΔ α =2 γ −2 AΔ +2 (β +
AΔ) =2 β +2 γ +2 2β ⋅ AΔ

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Τα θεωρή ματα αυτά  γενικεύουν το Πυθαγό ρειο: αν , η προβολή   είναι μηδέν και παίρνουμε .=Â 90∘ AΔ α =2 β +2 γ2
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Ποιο είναι το είδος του τριγώνου;

Επειδή  η μεγαλύ τερη γωνία βρίσκεται απέναντι από  τη μεγαλύ τερη πλευρά , για να βρού με το είδος ενό ς τριγώ νου αρκεί να
ελέγξουμε τη μεγαλύτερη πλευρά:

Ο νόμος των συνημιτόνων

Η προβολή   της  πά νω στην  ισού ται με  ό ταν η  είναι οξεία, και με  ό ταν είναι αμβλεία (γιατί τό τε
). Αντικαθιστώ ντας στα θεωρή ματα Ι και ΙΙ, και οι δύο περιπτώσεις γράφονται με τον ίδιο τύπο:

Υπολογισμός του ύψους από τις πλευρές

Από  το Θεώ ρημα Ι υπολογίζουμε πρώ τα την προβολή , π.χ.  (προβολή  της  στην , ό ταν η  είναι οξεία),

και μετά  το ύ ψος με Πυθαγό ρειο: . Με λίγη ά λγεβρα (παραγοντοποίηση διαφορώ ν τετραγώ νων) καταλή γουμε
σε έναν κομψό  τύ πο:

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Είδος τριγώνου

Να βρεθεί το είδος των τριγώ νων με πλευρές: (α)  (β)  (γ) .

ΛΥΣΗ

(α) Μεγαλύ τερη :  έναντι . Είναι , ά ρα αμβλυγώνιο.

(β) Μεγαλύ τερη :  έναντι . Είναι , ά ρα οξυγώνιο.

ΘΕΩΡΗΜΑ — Κριτήριο είδους γωνίας

Σε κά θε τρίγωνο :ABΓ

<Â 90 ⟺∘ α <2 β +2 γ , =2 Â 90 ⟺∘ α =2 β +2 γ , >2 Â 90 ⟺∘ α >2 β +2 γ .2

ΚΛΕΙΔΙ — Πώς βρίσκουμε το είδος τριγώνου από τις πλευρές του

Αν  είναι η μεγαλύτερη πλευρά :

 ⟹ το τρίγωνο είναι οξυγώνιο,

 ⟹ ορθογώνιο,

 ⟹ αμβλυγώνιο.

α

α <2 β +2 γ2

α =2 β +2 γ2

α >2 β +2 γ2

AΔ γ AΓ γ ⋅ συνA Â −γ ⋅ συνA
συνA < 0

ΘΕΩΡΗΜΑ — Νόμος των συνημιτόνων

Σε κά θε τρίγωνο  ισχύ ει

και αναλόγως , .

ABΓ

α =2 β +2 γ −2 2βγ συνA,

β =2 α +2 γ −2 2αγ συνB γ =2 α +2 β −2 2αβ συνΓ

BΔ = ​

2α
α + γ − β2 2 2

γ α B̂

υ ​ =α
2 γ −2 BΔ2

ΘΕΩΡΗΜΑ — Ύψος συναρτήσει των πλευρών

υ ​ =α ​ ​, που τ =
α

2
τ(τ − α)(τ − β)(τ − γ) ό ​.

2
α + β + γ

ΑΠΟΔΕΙΞΗ — Σύνοψη των βημάτων

∎

.

Αναλύ οντας και τις δύ ο διαφορές τετραγώ νων παίρνουμε το γινό μενο 

, οπό τε .

υ ​ =α
2 γ −2

​ =
4α2

(α + γ − β )2 2 2 2

​ =
4α2

(2αγ − (α + γ − β ))(2αγ + (α + γ − β ))2 2 2 2 2 2

​

4α2

(β − (α − γ) )((α + γ) − β )2 2 2 2

(β − α + γ)(β + α − γ)(α + γ − β)(α + γ +

β) = 2(τ − α) ⋅ 2(τ − γ) ⋅ 2(τ − β) ⋅ 2τ υ ​ =α
2

​ τ(τ −
α2

4
α)(τ − β)(τ − γ)

8, 10, 13 7, 8, 10 10, 24, 26

13 169 64 + 100 = 164 169 > 164

10 100 49 + 64 = 113 100 < 113
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∎

∎

∎

∎

∎

(γ) Μεγαλύ τερη :  έναντι . Ορθογώνιο.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Γωνία από τις πλευρές

Τρίγωνο  έχει , , . Να βρεθού ν η γωνία , η προβολή  της  πά νω στην  και το ύ ψος από  το .

ΛΥΣΗ

Από  τον νό μο των συνημιτό νων: , ά ρα .

Η  είναι οξεία, οπό τε από  το Θεώ ρημα Ι: , δηλαδή  , ά ρα .

Ύψος από  το : . (Ταιριά ζει με το ό τι 

 και .)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Το τρίγωνο 13 – 14 – 15

Να υπολογιστεί το ύ ψος  του τριγώ νου με , , .

ΛΥΣΗ

, και , , . Άρα

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Υπολογισμός πλευράς απέναντι από αμβλεία

Σε τρίγωνο  είναι ,  και . Να βρεθεί η .

ΛΥΣΗ

Με το Θεώρημα ΙΙ: η προβολή  της  πά νω στην ευθεία  (που πέφτει στην προέκταση, αφού  η  είναι

αμβλεία) σχηματίζει με την  γωνία , ά ρα ισού ται με . Τό τε , ά ρα

.

Με τον νόμο των συνημιτόνων: .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Σχέση πλευρών που «δείχνει» γωνία

Αν σε τρίγωνο ισχύ ει , να αποδειχθεί ό τι .

ΛΥΣΗ

Από  τον νό μο των συνημιτό νων . Συγκρίνοντας με τη δοσμένη σχέση: ,

ά ρα  και .

Χωρίς τριγωνομετρία: επειδή  , η  είναι αμβλεία. Από  το Θεώ ρημα ΙΙ, , ά ρα . Στο

ορθογώ νιο τρίγωνο  η κά θετη πλευρά   είναι το μισό  της υποτείνουσας , οπό τε  και
. Η  είναι παραπληρωματική  της , δηλαδή  .

26 676 100 + 576 = 676

ABΓ α = 7 β = 8 γ = 5 Â AB AΓ B

συνA = ​ =
2βγ

β + γ − α2 2 2
​ =

80
64 + 25 − 49

​ =
80
40

​

2
1

=Â 60∘

Â α =2 β +2 γ −2 2β ⋅ AΔ 49 = 89 − 16 ⋅ AΔ AΔ = 2,5

B υ ​ =β BΔ = ​ =γ − AΔ2 2
​ =25 − 6,25 ​ =18,75 ​

2
5 ​3

AΔ = γ συν60 =∘

2,5 BΔ = γ ημ60∘

υ ​α α = 14 β = 15 γ = 13

τ = ​ =
2

14 + 15 + 13
21 τ − α = 7 τ − β = 6 τ − γ = 8

υ ​ =α ​ ​ =
14
2

21 ⋅ 7 ⋅ 6 ⋅ 8 ​ ​ =
7
1

7056 ​ =
7

84
12.

ABΓ =Γ̂ 120∘ α = 3 β = 5 γ

α = ΓB ΓA Γ̂

ΓB 60∘
​

2
3

γ =2 α +2 β +2 2β ⋅ ​ =
2
3

9 + 25 + 15 = 49

γ = 7

γ =2 9 + 25 − 2 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅ − ​ =(
2
1

) 49

α =2 β +2 γ +2 βγ =Â 120∘

α =2 β +2 γ −2 2βγ συνA −2βγ συνA = βγ

συνA = − ​

2
1

=Â 120∘

α >2 β +2 γ2 Â 2β ⋅ AΔ = βγ AΔ = ​

2
γ

AΔB AΔ AB = γ =ΔBA 30∘

=ΔAB 60∘ Â ΔAB 120∘
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρείτε το είδος των τριγώ νων με πλευρές (α)  (β)  (γ) .

→ Λύση 9.4/1

2

●○○

Σε τρίγωνο  είναι ,  και . Να βρεθεί η .
→ Λύση 9.4/2

3

●○○

Τρίγωνο έχει πλευρές , , . Να βρεθεί το ύ ψος .

→ Λύση 9.4/3

4

●●○

Σε τρίγωνο  είναι , , . Να βρεθεί η προβολή  της  πά νω στη .
→ Λύση 9.4/4

5

●●○

Για ποιες τιμές του θετικού   το τρίγωνο με πλευρές , ,  (ό που  η μεγαλύ τερη πλευρά ) είναι αμβλυγώ νιο;

→ Λύση 9.4/5

6

●●○

Σε τρίγωνο ισχύ ει . Να βρεθεί η γωνία .
→ Λύση 9.4/6

7

●●○

Παραλληλόγραμμο έχει πλευρές  και  και μία γωνία του . Να βρεθού ν οι διαγώ νιοί του.

→ Λύση 9.4/7

8

●●●

Σε τρίγωνο  με ,  και , να βρεθεί η  χωρίς τριγωνομετρία (με το Θεώ ρημα ΙΙ).
→ Λύση 9.4/8

9

●●●

Να αποδείξετε ό τι σε κά θε τρίγωνο ισχύ ει .

→ Λύση 9.4/9

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Λάθος προβολή

Στο Θεώ ρημα Ι ο μαθητή ς γρά φει ✗ , ό που  το ύ ψος.

✓  Στον τύ πο εμφανίζεται η προβολή μιας πλευρά ς πά νω στην ά λλη (ένα τμή μα πάνω στην ευθεία ), όχι το ύ ψος.
Θυμή σου: «η μια πλευρά  επί την προβολή  της ά λλης πάνω σε αυτή».

α =2 β +2 γ −2 2β ⋅ BΔ BΔ

AΓ

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Έλεγχος με λάθος πλευρά

Για το τρίγωνο  ο μαθητή ς ελέγχει ✗  και συμπεραίνει «οξυγώ νιο».

✓  Ο έλεγχος με τη μικρό τερη πλευρά  λέει μό νο ό τι η μικρότερη γωνία είναι οξεία (κά τι που ισχύ ει πά ντα!). Πρέπει να
ελέγξουμε τη μεγαλύτερη: , ά ρα το τρίγωνο είναι αμβλυγώνιο.

5, 6, 8 5 =2 25 < 36 + 64

64 > 25 + 36 = 61

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Ο νό μος των συνημιτό νων συνδέει τη Γεωμετρία με την Τριγωνομετρία. Στο mathgreece.com θα βρεις δωρεάν πλήρες
φροντιστήριο και για τα δύ ο μαθήματα, με εκατοντάδες λυμένες ασκήσεις.

Μάθημα 9.4 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

4, 5, 6 3, 5, 7 9, 40, 41

ABΓ β = 6 γ = 4 =Â 60∘ α

α = 13 β = 14 γ = 15 υ ​β

ABΓ α = 6 β = 5 γ = 4 AΓ BΓ

x x 8 10 10

γ =2 α +2 β −2 αβ Γ̂

5 8 60∘

ABΓ =Â 135∘ β = 3 ​2 γ = 2 α

α +2 β +2 γ =2 2(αβ συνΓ + βγ συνA + γα συνB)
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γγ ββμαμα

ΑΑ

ΒΒ ΓΓΜΜΔΔ

Διάμεσος ΑΜ και ύψος ΑΔ

Μετρικές σχέσεις
Μ Α Θ Η Μ Α  9 . 5

Θεωρήματα διαμέσων

Το 1ο θεώρημα διαμέσων

Σε τρίγωνο  συμβολίζουμε με  τη διά μεσο  προς την πλευρά   (και
ανά λογα , ). Πό σο είναι το μή κος της, αν ξέρουμε τις πλευρές;

Λύ νοντας ως προς τη διά μεσο:

Το 2ο θεώρημα διαμέσων

Αν αφαιρέσουμε (αντί να προσθέσουμε) τις δύ ο σχέσεις της από δειξης, οι ό ροι  και  φεύ γουν και μένει κά τι εξίσου
χρή σιμο:

ZQL12ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9

ABΓ μ ​α AM α

μ ​β μ ​γ

ΘΕΩΡΗΜΑ — 1ο θεώρημα διαμέσων

Το ά θροισμα των τετραγώ νων δύ ο πλευρώ ν τριγώ νου ισού ται με το
διπλά σιο του τετραγώ νου της διαμέσου που περιέχεται μεταξύ  τους,
αυξημένο κατά  το μισό  του τετραγώ νου της τρίτης πλευρά ς:

β +2 γ =2 2μ +α
2

​.
2
α2

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Αν , η διά μεσος είναι και ύ ψος και η σχέση προκύ πτει ά μεσα από  το Πυθαγό ρειο. Έστω . Φέρνουμε το ύ ψος
· τό τε το  βρίσκεται μεταξύ   και  (ή  στην προέκταση πέρα από  το ) και η  είναι αμβλεία, ενώ  η 

οξεία. Εφαρμό ζουμε τη γενίκευση του Πυθαγορείου:

στο τρίγωνο  (αμβλεία στο ): ,

στο τρίγωνο  (οξεία στο ): .

Προσθέτοντας κατά  μέλη, οι ό ροι με το  φεύ γουν: .

β = γ β > γ

AΔ Δ B M B AMΓ AMB

AMΓ M β =2 μ ​ +α
2

​ +
4
α2

2 ⋅ ​ ⋅
2
α

MΔ

AMB M γ =2 μ ​ +α
2

​ −
4
α2

2 ⋅ ​ ⋅
2
α

MΔ

MΔ β +2 γ =2 2μ ​ +α
2

​

2
α2

ΚΛΕΙΔΙ — Τύπος διαμέσου

Ανά λογα  και .

μ ​ =α
2

​, μ ​ =
4

2β + 2γ − α2 2 2

α ​ ​.
2
1

2β + 2γ − α2 2 2

μ ​ =β
2

​

4
2α + 2γ − β2 2 2

μ ​ =γ
2

​

4
2α + 2β − γ2 2 2

μ ​α
2

​4
α

2

ΘΕΩΡΗΜΑ — 2ο θεώρημα διαμέσων

Η διαφορά  των τετραγώ νων δύ ο πλευρώ ν τριγώ νου ισού ται με το διπλά σιο γινό μενο της τρίτης πλευρά ς επί την προβολή
της αντίστοιχης διαμέσου πά νω σε αυτή :

β −2 γ =2 2α ⋅ MΔ (β > γ).

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Αν το τρίγωνο είναι ισοσκελές ( ), τό τε  και το 2ο θεώ ρημα δίνει απλώ ς .β = γ M ≡ Δ 0 = 0
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αα

ββ

ΑΑ ΒΒ

ΓΓΔΔ

ΟΟ

Παραλληλόγραμμο: δ₁² + δ₂² = 2(α² + β²)

∎

∎

∎

Εφαρμογή: ο νόμος του παραλληλογράμμου

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Διάμεσος στο τρίγωνο 13 – 14 – 15

Τρίγωνο έχει , , . Να βρεθεί η διά μεσος  και η από σταση  του μέσου της  από  το ίχνος του
ύ ψους .

ΛΥΣΗ

, ά ρα .

Από  το 2ο θεώ ρημα: , δηλαδή  , ά ρα .

Έλεγχος: γνωρίζουμε (μά θημα 9.4) ό τι · τό τε  ✓.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Η διάμεσος προς την υποτείνουσα

Με το 1ο θεώ ρημα διαμέσων να αποδειχθεί ό τι σε ορθογώ νιο τρίγωνο ( ) η διά μεσος προς την υποτείνουσα
ισού ται με το μισό  της.

ΛΥΣΗ

 (αφού  ). Άρα . Ένα γνωστό  αποτέλεσμα της Α΄

Λυκείου, αποδεδειγμένο τώ ρα «αλγεβρικά ».

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Η άλλη διαγώνιος

Παραλληλόγραμμο έχει πλευρές  και  και μία διαγώ νιο . Να βρεθεί η ά λλη διαγώ νιος.

ΛΥΣΗ

, ά ρα .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Άθροισμα τετραγώνων των διαμέσων

Να αποδειχθεί ό τι σε κά θε τρίγωνο .

ΛΥΣΗ

ΘΕΩΡΗΜΑ — Άθροισμα τετραγώνων διαγωνίων

Σε κά θε παραλληλόγραμμο, το ά θροισμα των τετραγώ νων των διαγωνίων
ισού ται με το ά θροισμα των τετραγώ νων των πλευρώ ν του:

δ ​ +1
2 δ ​ =2

2 2(α +2 β ).2

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Οι διαγώ νιοι διχοτομού νται στο . Στο τρίγωνο  η  είναι διά μεσος (προς

τη ) με μή κος . Από  το 1ο θεώ ρημα διαμέσων: 

.

O ABΔ AO

BΔ = δ ​2 ​2
δ ​1 α +2 β =2 2 ​ +(

2
δ ​1 )

2

​ =
2
δ ​2

2

​

2
δ ​ + δ ​1

2
2
2

α = 14 β = 15 γ = 13 μ ​α MΔ BΓ
AΔ

μ ​ =α
2

​ =
4

2 ⋅ 225 + 2 ⋅ 169 − 196
​ =

4
450 + 338 − 196

​ =
4

592
148 μ ​ =α ​ =148 2 ​37

β −2 γ =2 2α ⋅ MΔ 225 − 169 = 28 ⋅ MΔ MΔ = 2

υ ​ =α 12 μ ​ =α
2 υ ​ +α

2 MΔ =2 144 + 4 = 148

=Â 90∘

μ ​ =α
2

​ =
4

2β + 2γ − α2 2 2

​ =
4

2α − α2 2

4
α2

β +2 γ =2 α2 μ ​ =α ​

2
α

5 7 8

δ ​ =2
2 2(25 + 49) − 64 = 148 − 64 = 84 δ ​ =2 ​ =84 2 ​21

μ ​ +α
2 μ ​ +β

2 μ ​ =γ
2

​(α +
4
3 2 β +2 γ )2
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∎

∎

Προσθέτουμε τους τρεις τύ πους διαμέσων:

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Ίσες διάμεσοι ⇒ ισοσκελές

Αν σε τρίγωνο ισχύ ει , να αποδειχθεί ό τι το τρίγωνο είναι ισοσκελές.

ΛΥΣΗ

.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Τρίγωνο έχει πλευρές , , . Να βρεθεί η διά μεσος .
→ Λύση 9.5/1

2

●○○

Σε τρίγωνο  είναι ,  και . Να βρεθεί η από σταση  του μέσου  της  από  το ίχνος 
του ύ ψους .

→ Λύση 9.5/2

3

●○○

Παραλληλόγραμμο έχει πλευρές  και  και διαγώ νιο . Να βρεθεί η ά λλη διαγώ νιος. Τι είδους παραλληλόγραμμο είναι;

→ Λύση 9.5/3

4

●●○

Οι πλευρές τριγώ νου είναι , , . Να βρεθού ν οι τρεις διά μεσοι και να επαληθευτεί ο τύ πος για το
ά θροισμα των τετραγώ νων τους.

→ Λύση 9.5/4

5

●●○

Σε τρίγωνο  η διά μεσος  είναι ίση με την πλευρά  . Να αποδείξετε ό τι .

→ Λύση 9.5/5

μ ​ +α
2 μ ​ +β

2 μ ​ =γ
2

​ =
4

(2β + 2γ − α ) + (2α + 2γ − β ) + (2α + 2β − γ )2 2 2 2 2 2 2 2 2

​.
4

3α + 3β + 3γ2 2 2

μ ​ =β μ ​γ

μ ​ =
β
2 μ ​ ⟺γ

2 2α +2 2γ −2 β =2 2α +2 2β −2 γ ⟺2 3γ =2 3β ⟺2 β = γ

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Πότε χρησιμοποιούμε τα θεωρήματα διαμέσων

Όταν εμφανίζεται μέσο τμή ματος και τετρά γωνα αποστά σεων (  ή  ).

Όταν ζητείται μήκος διαμέσου από  τις πλευρές.

Σε παραλληλόγραμμα, ό που οι διαγώ νιοι διχοτομού νται (το κέντρο είναι μέσο και των δύ ο διαγωνίων).

MA +2 MB2 MA −2 MB2

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Λάθος συντελεστές στον τύπο

✗  ή  ✗ .

✓  . Γρή γορος έλεγχος: σε ισό πλευρο τρίγωνο πλευρά ς  πρέπει να βγαίνει το ύ ψος , δηλαδή

. Πρά γματι  ✓.

μ ​ =α
2

​

4
β + γ − α2 2 2

μ ​ =α
2

​

2
2β + 2γ − α2 2 2

μ ​ =α
2

​

4
2β + 2γ − α2 2 2

α ​2
α ​3

μ =2
​4

3α2
​
=4

2α +2α −α
2 2 2

​4
3α2

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Θέλεις να εξασκηθείς σε θέματα με διαμέσους από  παλαιό τερα διαγωνίσματα; Επισκέψου το mathgreece.com για πλήρες
και δωρεάν φροντιστήριο με αναλυτικές λύ σεις.

Μάθημα 9.5 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

α = 8 β = 6 γ = 4 μ ​α

ABΓ AB = 5 AΓ = 9 BΓ = 8 MΔ M BΓ Δ
AΔ

6 8 10

α = 10 β = 8 γ = 6

ABΓ AM AB 2β =2 2γ +2 α2
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6

●●○

Αν  είναι το βαρύ κεντρο τριγώ νου , να αποδείξετε ό τι .

→ Λύση 9.5/6

7

●●●

Σε τετρά πλευρο  τα ,  είναι τα μέσα των διαγωνίων  και . Να αποδείξετε ό τι 
 (θεώ ρημα του Euler).

→ Λύση 9.5/7

Θ ABΓ ΘA +2 ΘB +2 ΘΓ =2
​

3
α + β + γ2 2 2

ABΓΔ K Λ AΓ BΔ AB +2 BΓ +2 ΓΔ +2

ΔA =2 AΓ +2 BΔ +2 4KΛ2
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ΑΑ ΒΒΟΟ

ΜΜ

Ο τόπος είναι κύκλος κέντρου Ο

ε

ΑΑ ΒΒΟΟ

ΜΜ

ΗΗ

Ο τόπος είναι ευθεία κάθετη στην ΑΒ

Μετρικές σχέσεις
Μ Α Θ Η Μ Α  9 . 6

Βασικοί γεωμετρικοί τόποι

Δύο κλασικά προβλήματα

Με τα θεωρή ματα των διαμέσων λύ νονται δύ ο πολύ  χαρακτηριστικά  προβλή ματα γεωμετρικώ ν τό πων. Και στα δύ ο δίνονται
δύ ο σταθερά  σημεία ,  και ένα τμή μα ·  είναι το μέσο του .

Τόπος 1:

Τόπος 2:

ZQL13ZQ
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A B k O AB

MA +2 MB =2 k2

ΘΕΩΡΗΜΑ — Ο τόπος των σημείων με 

Ο γεωμετρικό ς τό πος των σημείων  με  είναι:

ο κύκλος με κέντρο το μέσο  του  και ακτίνα 

, αν ·

το σημείο , αν ·

το κενό σύνολο, αν .

MA +2 MB =2 k2

M MA +2 MB =2 k2

O AB ρ = ​ =​ − ​

2
k2

4
AB2

​

2
​2k − AB2 2

2k >2 AB2

O 2k =2 AB2

2k <2 AB2

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Για οποιοδή ποτε σημείο , στο τρίγωνο  (ή  εκφυλισμένο, αν το  είναι
στην ευθεία ) η  είναι διά μεσος, οπό τε από  το 1ο θεώ ρημα διαμέσων

Άρα . Η ισοδυναμία αυτή

αποδεικνύ ει ταυτόχρονα το ευθύ  και το αντίστροφο: ένα σημείο ανή κει στον
τό πο αν και μό νο αν απέχει από  το σταθερό  σημείο  τη σταθερή  από σταση

.

M MAB M
AB MO

MA +2 MB =2 2MO +2
​.

2
AB2

MA +2 MB =2 k ⟺2 MO =2
​ −

2
k2

​

4
AB2

O

​​ − ​2
k2

4
AB2

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Μια ωραία επιβεβαίωση

Αν , η ακτίνα γίνεται : ο τό πος είναι ο κύ κλος με διά μετρο . Πρά γματι, 

σημαίνει (Πυθαγό ρειο και αντίστροφο) ό τι !

k = AB ​ =​ − ​2
AB2

4
AB2

​2
AB AB MA +2 MB =2 AB2

=AMB 90∘

MA −2 MB =2 k2

ΘΕΩΡΗΜΑ — Ο τόπος των σημείων με 

Ο γεωμετρικό ς τό πος των σημείων  με  ( ) είναι η
ευθεία  που είναι κά θετη στην  στο σημείο  του τμή ματος  (ή  της
προέκτασή ς του) με

Για  ο τό πος είναι η μεσοκά θετος του .

MA −2 MB =2 k2

M MA −2 MB =2 k2 k > 0
ε AB H OB

OH = ​.
2AB
k2

k = 0 AB

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

Έστω  σημείο εκτό ς της ευθείας  και  η προβολή  του στην . Από  το 2ο
θεώ ρημα διαμέσων στο τρίγωνο  (διά μεσος , προβολή  της ):

M AB H AB
MAB MO OH

MA −2 MB =2 2AB ⋅ OH
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∎

∎

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Τόπος με αριθμούς (άθροισμα)

Δίνεται τμή μα . Να βρεθεί ο γεωμετρικό ς τό πος των σημείων  με .

ΛΥΣΗ

, . Είναι , ά ρα ο τό πος είναι κύ κλος με κέντρο το μέσο  του  και ακτίνα 
.

Έλεγχος με ένα σημείο: το σημείο του κύ κλου πά νω στην ευθεία , πέρα από  το , απέχει  από  το  και 
από  το :  ✓.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Τόπος με αριθμούς (διαφορά)

Δίνεται τμή μα . Να βρεθεί ο γεωμετρικό ς τό πος των σημείων  με .

ΛΥΣΗ

. Ο τό πος είναι η κά θετη στην  στο σημείο  που απέχει  από  το μέσο , προς το  (δηλαδή

, ). Έλεγχος με το ίδιο το :  ✓.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Τόπος σε ορθογώνιο

Δίνεται ορθογώ νιο  με  και . Να βρεθεί ο γεωμετρικό ς τό πος των σημείων  για τα οποία 
 και να εξεταστεί αν τα ,  ανή κουν σε αυτό ν.

ΛΥΣΗ

Η διαγώ νιος , ά ρα : ο τό πος είναι ο κύ κλος με διά μετρο  (κέντρο το κέντρο του
ορθογωνίου, ακτίνα ) — δηλαδή  ο περιγεγραμμένος κύκλος του ορθογωνίου. Τα  και  ανή κουν σε αυτό ν·
πρά γματι  ✓.

(με το  προς τη μεριά  του  ό ταν · η σχέση ισχύ ει και για σημεία τη

, δηλαδή  το  ανή κει στον τό πο αν και μό νο αν η προβολή  του

αν και μό νο αν το  ανή κει στην κά θετη  στο .

H B MA > MB

k ⟺2 OH = ​

2AB
k2

M

M ε H

ΠΡΟΣΟΧΗ!

Στο 2ο πρό βλημα το σημείο  βρίσκεται προς το μέρος του  (του σημείου από  το οποίο το  απέχει λιγό τερο). Επίσης,
για μεγά λο  το  μπορεί να βγει έξω από  το τμή μα , πέρα από  το  (ό ταν , δηλαδή  ). Ο τό πος
υπά ρχει πά ντα.

H B M
k H AB B OH > ​2

AB k > AB

AB = 6 M MA +2 MB =2 50

k =2 50 AB =2 36 2k =2 100 > 36 O AB ρ =
​ =25 − 9 4

AB B 3 + 4 = 7 A 1
B 49 + 1 = 50

AB = 6 M MA −2 MB =2 24

OH = ​ =
2 ⋅ 6
24

2 AB H 2 O B

AH = 5 HB = 1 H HA −2 HB =2 25 − 1 = 24

ABΓΔ AB = 8 BΓ = 6 M MA +2

MΓ =2 100 B Δ

AΓ = ​ =64 + 36 10 k = 10 = AΓ AΓ
5 B Δ

BA +2 BΓ =2 64 + 36 = 100

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Πώς δουλεύουμε σε προβλήματα τόπων με τετράγωνα αποστάσεων

1. Εντοπίζουμε το μέσο  του τμή ματος με τα σταθερά  ά κρα.

2. Αν δίνεται άθροισμα τετραγώ νων: 1ο θεώ ρημα διαμέσων ⟹ σταθερό   ⟹ κύ κλος.

3. Αν δίνεται διαφορά τετραγώ νων: 2ο θεώ ρημα διαμέσων ⟹ σταθερή  προβολή  ⟹ ευθεία κά θετη στο τμή μα.

4. Πά ντα διερεύνηση: υπά ρχει ο τό πος;

O

MO

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Οι γεωμετρικοί τό ποι συνήθως «φοβίζουν» τους μαθητές. Στο mathgreece.com θα βρεις δωρεάν πλήρες φροντιστήριο με
μεθοδολογία και πολλά  λυμένα θέματα τό πων.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Δίνεται . Να βρεθεί ο γεωμετρικό ς τό πος των σημείων  με .

→ Λύση 9.6/1

2

●○○

Δίνεται . Υπά ρχουν σημεία  με ;
→ Λύση 9.6/2

3

●●○

Δίνεται . Να βρεθεί ο γεωμετρικό ς τό πος των σημείων  με  και να βρεθού ν τα σημεία του
τό που που απέχουν  από  την ευθεία .

→ Λύση 9.6/3

4

●●○

Να αποδείξετε ό τι, για κά θε σημείο  του επιπέδου, . Πό τε ισχύ ει η ισό τητα;

→ Λύση 9.6/4

5

●●●

Δίνεται τετρά γωνο  πλευρά ς . Να βρεθεί ο γεωμετρικό ς τό πος των σημείων  για τα οποία 
.

→ Λύση 9.6/5

Μάθημα 9.6 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

AB = 8 M MA +2 MB =2 82

AB = 4 M MA +2 MB =2 6

AB = 10 M MA −2 MB =2 40
5 AB

M MA +2 MB ≥2
​

2
AB2

ABΓΔ α M MA +2 MB +2

MΓ +2 MΔ =2 4α2
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RR

ΕΕ

ΑΑ

ΒΒ

ΟΟΡΡ

ΡΕ² = ΡΑ · ΡΒ

Μετρικές σχέσεις
Μ Α Θ Η Μ Α  9 . 7

Τέμνουσες κύκλου – Δύναμη σημείου

Το θεώρημα των τεμνουσών

ΑΑ

ΒΒ

ΓΓ

ΔΔ

ΡΡ

Ρ εσωτερικό σημείο

ΑΑ ΒΒ

ΓΓ

ΔΔ

ΡΡ

Ρ εξωτερικό σημείο

Το θεώ ρημα λέει κά τι εντυπωσιακό : όποια ευθεία κι αν φέρουμε από  το  που να τέμνει τον κύ κλο, το γινό μενο των
αποστά σεων του  από  τα δύ ο σημεία τομή ς είναι πάντα το ίδιο. Εξαρτά ται μό νο από  το  και τον κύ κλο.

Η οριακή περίπτωση: η εφαπτομένη

ZQL14ZQ
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ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεώρημα Ι (τεμνόμενες χορδές / τέμνουσες)

Αν δύ ο χορδές  και  ενό ς κύ κλου, ή  οι προεκτά σεις τους, τέμνονται σε ένα σημείο , τό τεAB ΓΔ P

PA ⋅ PB = PΓ ⋅ PΔ.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Συγκρίνουμε τα τρίγωνα  και .

Ρ εσωτερικό:  (κατακορυφή ν) και  (εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν στο ίδιο τό ξο ).
Ρ εξωτερικό: η  είναι κοινή  και , γιατί το  είναι εγγεγραμμένο και η  είναι εξωτερική  γωνία
του, ίση με την απέναντι εσωτερική .

Και στις δύ ο περιπτώ σεις τα τρίγωνα είναι ό μοια (1ο κριτή ριο), οπό τε , δηλαδή  .

PAΓ PΔB

=APΓ ΔPB =PAΓ PΔB ΓB
⌢

P̂ =PAΓ PΔB ABΔΓ PAΓ

​ =
PΔ
PA

​

PB
PΓ

PA ⋅ PB = PΓ ⋅ PΔ

P
P P

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεώρημα ΙΙ (εφαπτόμενο τμήμα)

Αν από  εξωτερικό  σημείο  κύ κλου φέρουμε το εφαπτό μενο τμή μα  και
μια τέμνουσα που τέμνει τον κύ κλο στα , , τό τε

P PE
A B

PE =2 PA ⋅ PB.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Έστω . Η ευθεία  τέμνει τον κύ κλο σε δύ ο αντιδιαμετρικά  σημεία
που απέχουν από  το  αποστά σεις  και . Από  το Θεώ ρημα Ι, 

. Από  την ά λλη, η ακτίνα  είναι κά θετη
στην εφαπτομένη, οπό τε στο ορθογώ νιο τρίγωνο : 

. Άρα .

δ = OP PO
P δ − R δ + R PA ⋅

PB = (δ − R)(δ + R) = δ −2 R2 OE
OEP PE =2 OP −2

OE =2 δ −2 R2 PE =2 PA ⋅ PB
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α/2α/2

ΑΑ ΒΒ

ΟΟ

ΔΔ

ΕΕ

ΓΓ

Διαίρεση του ΑΒ σε μέσο και άκρο λόγο

Δύναμη σημείου ως προς κύκλο

Από  την από δειξη φά νηκε ό τι για εξωτερικό  σημείο . Όμοια αποδεικνύ εται ό τι για εσωτερικό  σημείο 
. Αυτό  οδηγεί σε έναν ενιαίο ορισμό :

Θέση του Πρόσημο της δύναμης Γεωμετρική σημασία

εξωτερικό  ( ) θετική

πάνω στον κύ κλο ( ) μηδέν —

εσωτερικό  ( ) αρνητική

Τα αντίστροφα

Η χρυσή τομή

Ένα από  τα πιο «φημισμένα» προβλή ματα της αρχαιό τητας: να χωρίσουμε ένα
τμή μα  με σημείο  σε δύ ο ά νισα τμή ματα, ώ στε το μεγαλύτερο ( )
να είναι μέση ανάλογος του μικρό τερου και του ολό κληρου:

Κατασκευή. Γρά φουμε κύ κλο με ακτίνα  που εφά πτεται στο  στο  (κέντρο 
πά νω στην κά θετη στο ). Η ευθεία  τέμνει τον κύ κλο στα  (πλησιέστερο) και

. Από  το Θεώ ρημα ΙΙ: , αφού   είναι
διά μετρος ίση με . Επομένως το  ικανοποιεί την εξίσωση , και το
ζητού μενο  βρίσκεται πά νω στο  με  (κύ κλος κέντρου , ακτίνας 
).

PA ⋅ PB = δ −2 R2 PA ⋅
PB = R −2 δ2

ΟΡΙΣΜΟΣ — Δύναμη σημείου

Η διαφορά  , ό που  η από σταση του σημείου  από  το κέντρο του κύ κλου , λέγεται δύναμη του
σημείου  ως προς τον κύκλο και συμβολίζεται

δ −2 R2 δ = OP P (O,R)
P

Δ ​ =(O,R)
P OP −2 R .2

P

δ > R = PA ⋅ PB = PE2

δ = R

δ < R = −PA ⋅ PB

ΘΕΩΡΗΜΑ — Αντίστροφο του Θεωρήματος Ι

Αν τα τμή ματα  και  (ή  οι προεκτά σεις τους) τέμνονται σε σημείο  και ισχύ ει , τό τε τα σημεία
 είναι ομοκυκλικά (το τετρά πλευρο με κορυφές αυτά  τα σημεία είναι εγγρά ψιμο).

AB ΓΔ P PA ⋅ PB = PΓ ⋅ PΔ
A, B, Γ, Δ

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Η σχέση γρά φεται  και, μαζί με την ίση γωνία στο  (κοινή  ή  κατακορυφή ν), δίνει από  το 2ο κριτή ριο 

. Άρα , από  ό που προκύ πτει ό τι το τετρά πλευρο είναι εγγρά ψιμο (μια πλευρά  φαίνεται από  τις απέναντι
κορυφές υπό  ίσες γωνίες, ή  μια εξωτερική  γωνία ισού ται με την απέναντι εσωτερική ).

​ =
PΓ
PA

​

PB
PΔ

P PAΔ ≈

PΓB =PAΔ PΓB

ΘΕΩΡΗΜΑ — Αντίστροφο του Θεωρήματος ΙΙ

Αν σε μια ευθεία βρίσκονται τα σημεία  με το  μεταξύ  των ,  και ένα σημείο  εκτό ς της ευθείας ικανοποιεί
, τό τε η  εφά πτεται στον κύ κλο που διέρχεται από  τα .

P, A, B A P B E
PE =2 PA ⋅ PB PE A, B, E

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Αν  είναι ο κύ κλος των , τό τε , δηλαδή  . Από
το αντίστροφο του Πυθαγορείου, , ά ρα η  είναι κά θετη στην ακτίνα  στο ά κρο της, δηλαδή  εφαπτομένη.

(O,R) A, B, E PE =2 PA ⋅ PB = OP −2 R =2 OP −2 OE2 PE +2 OE =2 OP2

=OEP 90∘ PE OE

AB = α Γ AΓ = x

AΓ =2 AB ⋅ ΓB ⟺ x =2 α(α − x) ⟺ x(x + α) = α .2

​2
α AB B O

B AO Δ
E AB =2 AΔ ⋅ AE = AΔ (AΔ + α) ΔE

α AΔ x(x + α) = α2

Γ AB AΓ = AΔ A AΔ
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∎

∎

∎

Αλγεβρικά ,  και ο λόγος  είναι ο χρυσός λόγος.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Τέμνουσες από εξωτερικό σημείο

Από  σημείο  εκτό ς κύ κλου φέρνουμε δύ ο τέμνουσες  και  (με τα ,  πλησιέστερα στο ). Αν , 
και , να βρεθού ν τα  και το μή κος του εφαπτό μενου τμή ματος από  το .

ΛΥΣΗ

. Από  το Θεώ ρημα Ι: , δηλαδή  , ά ρα  και 
.

Εφαπτό μενο τμή μα: , ά ρα .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Τεμνόμενες χορδές

Δύ ο χορδές  και  τέμνονται στο εσωτερικό  σημείο . Αν ,  και , να βρεθού ν τα  και .

ΛΥΣΗ

Θέτουμε , οπό τε . Από  το Θεώ ρημα Ι: , δηλαδή  , με ρίζες 
ή  . Άρα τα τμή ματα είναι  και  (με οποιαδή ποτε σειρά  — και οι δύ ο λύ σεις αντιστοιχού ν σε έγκυρο σχή μα).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Δύναμη σημείου με αριθμούς

Κύ κλος έχει κέντρο  και ακτίνα . (α) Ένα σημείο  απέχει  από  το · να βρεθεί η δύ ναμή  του και το εφαπτό μενο
τμή μα από  αυτό . (β) Ένα σημείο  απέχει  από  το · να βρεθεί η δύ ναμή  του και το μή κος της μικρό τερης χορδή ς που
διέρχεται από  το .

ΛΥΣΗ

(α)  (εξωτερικό  σημείο) και εφαπτό μενο τμή μα .

(β)  (εσωτερικό ). Για κά θε χορδή   από  το  είναι . Η μικρό τερη χορδή  είναι
η κά θετη στην  (που απέχει τη μέγιστη από σταση  από  το κέντρο), και τη χωρίζει το  σε δύ ο ίσα κομμά τια:

. Άρα το μή κος της είναι . (Έλεγχος με Πυθαγό ρειο:  ✓.)

x = ​

2
α( ​ − 1)5

​ =
x

α
​ =

2
1 + ​5

φ ≈ 1,618

ΛΙΓΗ ΙΣΤΟΡΙΑ

Το σύ μβολο  προέρχεται από  το ό νομα του γλύ πτη Φειδία, που επέβλεψε τη διακόσμηση του Παρθενώ να. Ο χρυσό ς λόγος
εμφανίζεται στο κανονικό  πεντά γωνο (ο λόγος διαγωνίου προς πλευρά  είναι ), στην ακολουθία Fibonacci, στην
αρχιτεκτονική  και στη ζωγραφική , και θεωρείται από  την αρχαιό τητα «λόγος αρμονίας».

φ

φ

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Για τον φιλομαθή: ριζικός άξονας

Ο γεωμετρικό ς τό πος των σημείων που έχουν ίση δύναμη ως προς δύ ο μη ομό κεντρους κύ κλους είναι μια ευθεία κά θετη
στη διά κεντρο, που λέγεται ριζικός άξονας των δύ ο κύ κλων. (Από δειξη: 

 — τό πος 2 του μαθή ματος 9.6!) Αν οι κύ κλοι τέμνονται, ο ριζικό ς ά ξονας είναι η ευθεία της κοινή ς χορδή ς τους.
MO ​ −1

2 R ​ =1
2 MO ​ −2

2 R ​ ⟺2
2 MO ​ −1

2 MO ​ =2
2

R ​ −1
2 R ​2

2

P PAB PΓΔ A Γ P PA = 3 AB = 9
PΓ = 4 ΓΔ P

PB = PA + AB = 12 PA ⋅ PB = PΓ ⋅ PΔ 36 = 4 ⋅ PΔ PΔ = 9 ΓΔ = 9 − 4 =
5

PE =2 PA ⋅ PB = 36 PE = 6

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — «ΡΑ · ΑΒ» αντί για «ΡΑ · ΡΒ»

✗ .

✓  Στο θεώ ρημα εμφανίζονται οι αποστά σεις από το  προς τα δύ ο σημεία τομή ς: , με 
 για εξωτερικό  . Το «εσωτερικό » κομμά τι  της χορδή ς δεν μπαίνει μό νο του στο γινό μενο.

PA ⋅ AB = PΓ ⋅ ΓΔ

P PA ⋅ PB = PΓ ⋅ PΔ PB = PA +
AB P AB

AB ΓΔ P PA = 6 PB = 4 ΓΔ = 11 PΓ PΔ

PΓ = x PΔ = 11 − x x(11 − x) = 24 x −2 11x + 24 = 0 x = 3
x = 8 3 8

O 5 P 13 O
Σ 3 O

Σ

Δ = 13 −2 5 =2 144 > 0 ​ =144 12

Δ = 3 −2 5 =2 −16 < 0 AB Σ ΣA ⋅ ΣB = 16
OΣ 3 Σ

ΣA = ΣB = 4 8 2 ​ =25 − 9 8
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ΑΑ

ΒΒ

ΜΜΤ₁Τ₁
Τ₂Τ₂

∎

∎

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Η κοινή χορδή διχοτομεί τις κοινές εφαπτόμενες

Δύ ο κύ κλοι τέμνονται στα σημεία  και . Μια κοινή  εφαπτομένη τους
εφά πτεται στα , . Να αποδειχθεί ό τι η ευθεία  διέρχεται από  το μέσο
του .

ΛΥΣΗ

Έστω  το σημείο ό που η ευθεία  τέμνει την . Το  είναι εξωτερικό  σημείο και των δύ ο κύ κλων, και η 
είναι τέμνουσα και για τους δύ ο. Από  το Θεώ ρημα ΙΙ:

Άρα , δηλαδή  το  είναι μέσο του .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Ομοκυκλικά σημεία

Στις πλευρές μιας γωνίας  παίρνουμε σημεία  στην  με ,  και σημεία  στην  με ,
. Να αποδειχθεί ό τι τα  είναι ομοκυκλικά .

ΛΥΣΗ

Οι ευθείες  και  τέμνονται στο  και . Από  το αντίστροφο του Θεωρή ματος Ι, τα
τέσσερα σημεία είναι ομοκυκλικά .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6 Χρυσή τομή με αριθμούς

Να χωριστεί τμή μα  σε μέσο και ά κρο λόγο και να βρεθού ν τα δύ ο κομμά τια.

ΛΥΣΗ

Λύ νουμε , δηλαδή  , με θετική  ρίζα . Το ά λλο κομμά τι είναι 

. Έλεγχος του λόγου:  ✓.

A B
T1 T ​2 AB

T ​T ​1 2

M AB T ​T ​1 2 M MAB

MT ​ =1
2 MA ⋅ MB και MT ​ =2

2 MA ⋅ MB.

MT ​ =1 MT ​2 M T ​T ​1 2

​xOy A, B Ox OA = 2 OB = 9 Γ, Δ Oy OΓ = 3
OΔ = 6 A, B, Γ, Δ

AB ΓΔ O OA ⋅ OB = 18 = OΓ ⋅ OΔ

AB = 2

x =2 2(2 − x) x +2 2x − 4 = 0 x = −1 + ​ ≈5 1,236 2 −

x = 3 − ​ ≈5 0,764 ​ =
​ − 15
2

​ =
4

2( ​ + 1)5
​ =

2
1 + ​5

φ

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Πότε σκεφτόμαστε δύναμη σημείου

Όταν εμφανίζονται γινόμενα τμημά των πά νω σε ευθείες που τέμνουν κύ κλο.

Όταν υπά ρχει εφαπτόμενο τμήμα και τέμνουσα από  το ίδιο σημείο.

Για να αποδείξουμε ό τι τέσσερα σημεία είναι ομοκυκλικά (αντίστροφο) ή  ό τι μια ευθεία είναι εφαπτομένη.

Όταν το ίδιο σημείο «συνδέεται» με δύο κύκλους (π.χ. σημείο της κοινή ς χορδή ς): έχει ίση δύ ναμη ως προς αυτού ς.

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Η δύ ναμη σημείου είναι από  τα πιο κομψά  εργαλεία της Γεωμετρίας και αγαπημένο θέμα διαγωνισμώ ν. Στο
mathgreece.com θα βρεις δωρεάν πλήρες φροντιστήριο με προχωρημένες εφαρμογές και λυμένα θέματα.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Δύ ο χορδές  και  τέμνονται στο . Αν ,  και , να βρεθεί το .

→ Λύση 9.7/1

2

●○○

Από  σημείο  που απέχει  από  το κέντρο κύ κλου ακτίνας  φέρνουμε εφαπτό μενο τμή μα. Να βρεθεί το μή κος του και
η δύ ναμη του .

→ Λύση 9.7/2

3

●○○

Από  εξωτερικό  σημείο  το εφαπτό μενο τμή μα σε κύ κλο έχει μή κος  και μια τέμνουσα  έχει . Να βρεθεί η
χορδή  .

→ Λύση 9.7/3

4

●●○

Σημείο  βρίσκεται μέσα σε κύ κλο ακτίνας  και απέχει  από  το κέντρο. Μια χορδή  που διέρχεται από  το  χωρίζεται
από  αυτό  σε τμή ματα με λόγο . Να βρεθεί το μή κος της χορδή ς.

→ Λύση 9.7/4

5

●●○

Από  σημείο  εκτό ς κύ κλου φέρνουμε την τέμνουσα  που διέρχεται από  το κέντρο. Αν  και το εφαπτό μενο
τμή μα είναι , να βρεθεί η ακτίνα του κύ κλου.

→ Λύση 9.7/5

6

●●○

Σε ευθεία  παίρνουμε διαδοχικά  σημεία  με , , και σε ά λλη ευθεία από  το  σημείο  με .
Να αποδείξετε ό τι η  εφά πτεται στον κύ κλο που διέρχεται από  τα .

→ Λύση 9.7/6

7

●●○

Δύ ο κύ κλοι τέμνονται στα , . Από  σημείο  της προέκτασης της  φέρνουμε τέμνουσα  στον πρώ το κύ κλο
και τέμνουσα  στον δεύ τερο. Να αποδείξετε ό τι τα  είναι ομοκυκλικά .

→ Λύση 9.7/7

8

●●●

Σε ημικύ κλιο διαμέτρου  παίρνουμε σημείο  και φέρνουμε την κά θετη  στη διά μετρο. Με τη βοή θεια της
δύ ναμης σημείου (ή  των μετρικώ ν σχέσεων), να αποδείξετε ό τι  και να βρείτε πό τε το  γίνεται
μέγιστο.

→ Λύση 9.7/8

9

●●●

Δίνεται κύ κλος με διά μετρο  και τυχαίο σημείο . Να αποδείξετε ό τι η δύ ναμη του  ως προς τον κύ κλο ισού ται με

 και ό τι το  είναι εξωτερικό  σημείο του κύ κλου αν και μό νο αν .

→ Λύση 9.7/9

Μάθημα 9.7 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

AB ΓΔ P PA = 5 PB = 8 PΓ = 4 PΔ

P 10 6
P

P 12 PAB PA = 8
AB

P 10 6 P
1 : 4

P PAB PA = 4
PE = 8

ε P, A, B PA = 4 AB = 5 P E PE = 6
PE A, B, E

A B M AB MΓΔ
MEZ Γ, Δ, E, Z

AB = 2R Γ ΓΔ
ΓΔ =2 AΔ ⋅ ΔB ΓΔ

AB P P

​

2
PA + PB − AB2 2 2

P PA +2 PB >2 AB2
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ZQC3ZQ

1010
Εμβαδά

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο

Τα μαθήματα του κεφαλαίου

10.1–
10.2

Πολυγωνικά χωρία – Εμβαδόν –
Ισοδύναμα σχήματα

10.3 Εμβαδόν βασικών ευθύγραμμων
σχημάτων

10.4 Άλλοι τύποι για το εμβαδόν
τριγώνου

10.5 Λόγος εμβαδών

10.6 Μετασχηματισμός πολυγώνου σε
ισοδύναμό του

Τι θα κατακτήσεις

Να κατανοείς την έννοια του εμβαδού και
των ισοδύναμων σχημάτων.
Να υπολογίζεις εμβαδά τετραγώνων,
ορθογωνίων, παραλληλογράμμων,
τριγώνων, τραπεζίων και ρόμβων.
Να χρησιμοποιείς τους τύπους του Ήρωνα,

,  και .
Να βρίσκεις λόγους εμβαδών τριγώνων και
όμοιων σχημάτων.
Να μετασχηματίζεις πολύγωνα σε
ισοδύναμα τρίγωνα και τετράγωνα.

Πό σο «χώ ρο» πιάνει ένα σχήμα; Το εμβαδό ν είναι
ίσως η πιο πρακτική  έννοια της Γεωμετρίας: με
αυτό  υπολογίζουμε οικό πεδα, πατώ ματα,
επιφάνειες για βάψιμο. Στο κεφάλαιο αυτό
χτίζουμε την έννοια από  την αρχή , βρίσκουμε
τύ πους για ό λα τα βασικά  σχήματα, γνωρίζουμε
τον περίφημο τύ πο του Ήρωνα και μαθαίνουμε
να συγκρίνουμε εμβαδά  με λόγους.

​βγ ημA2
1 τρ ​

4R
αβγ

Συμπληρωματικό υλικό, βίντεο και επιπλέον ασκήσεις για το Κεφάλαιο 10: mathgreece.com



Ε₁

Ε₂Ε₃

Ένα πολυγωνικό χωρίο και η διαμέρισή του σε τρίγωνα

Εμβαδά

Μ Α Θ Η Μ Α  1 0 . 1 – 1 0 . 2

Πολυγωνικά χωρία – Εμβαδόν – Ισοδύναμα
σχήματα

Τι μετράμε όταν μετράμε εμβαδόν

Ένα πολυγωνικό χωρίο είναι ένα πολύ γωνο μαζί με το εσωτερικό του. Όταν
λέμε «εμβαδό ν ενό ς τριγώ νου», εννοού με στην πραγματικό τητα το εμβαδό ν του
τριγωνικού  χωρίου. Κά θε πολυγωνικό  χωρίο μπορεί να διαμεριστεί (χωριστεί)
σε τρίγωνα, π.χ. φέρνοντας τις διαγωνίους από  μια κορυφή , ό πως στο σχή μα.

Για να μετρή σουμε την έκταση ενό ς χωρίου, διαλέγουμε ως μονάδα ένα
τετρά γωνο πλευρά ς  (π.χ. , ) και ρωτά με: πό σες τέτοιες μονά δες
«χωρά νε» μέσα στο χωρίο;

Το εμβαδό ν ενό ς σχή ματος συμβολίζεται συνή θως με , ή  με τα γρά μματα των κορυφώ ν του σε παρένθεση:  για τρίγωνο,
 για τετρά πλευρο.

Ισοδύναμα σχήματα

Το παραλληλόγραμμο και το ορθογώνιο είναι ισοδύναμα Τάγκραμ: ίδια κομμάτια, διαφορετικά σχήματα

Προσοχή: δύ ο ίσα σχή ματα είναι πά ντα ισοδύ ναμα, αλλά  το αντίστροφο δεν ισχύει: ένα τετρά γωνο  και ένα ορθογώ νιο
 έχουν το ίδιο εμβαδό ν , αλλά  δεν είναι ίσα (ού τε καν ό μοια). Ένας χρή σιμος τρό πος να δείξουμε ό τι δύ ο σχή ματα είναι

ισοδύ ναμα είναι να τα «κό ψουμε» σε κομμά τια που είναι ανά  δύ ο ίσα (ό πως στο τά γκραμ).

ZQL15ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10

1 1 cm2 1 m2

ΟΡΙΣΜΟΣ — Εμβαδόν

Σε κά θε πολυγωνικό  χωρίο αντιστοιχίζεται ένας θετικό ς αριθμό ς, το
εμβαδόν του, έτσι ώ στε:

1. Ίσα πολυγωνικά  χωρία έχουν ίσα εμβαδά .

2. Αν ένα χωρίο διαμερίζεται σε δύ ο (ή  περισσό τερα) χωρία, το εμβαδό ν
του ισού ται με το άθροισμα των εμβαδώ ν τους.

3. Το εμβαδό ν του τετραγώνου με πλευρά 1 (μοναδιαίο τετρά γωνο)
είναι .1

E (ABΓ)
(ABΓΔ)

ΟΡΙΣΜΟΣ — Ισοδύναμα σχήματα

Δύ ο σχή ματα που έχουν ίσα εμβαδά λέγονται ισοδύναμα.

4 × 4
8 × 2 16

ΠΡΟΣΟΧΗ!

Ίσα σχή ματα  ισοδύναμα. Ισοδύναμα σχή ματα  ίσα. Στις ασκή σεις πρό σεξε ποια λέξη χρησιμοποιείται!⇒ ⇒

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Μονάδες εμβαδού

Αν η μονά δα μή κους μικρύ νει 10 φορές, η μονά δα εμβαδού  μικραίνει  φορές: .
Επίσης  και .

10 =2 100 1 m =2 100 dm =2 10 000 cm2

1 στρ μμα =έ 1000 m2 1 km =2 1 000 000 m2
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Διαμέριση σε τρίγωνα

Ένα πολύ γωνο  πλευρώ ν (κυρτό ) διαμερίζεται φέρνοντας ό λες τις διαγωνίους από  μια κορυφή . Σε πό σα τρίγωνα
χωρίζεται;

ΛΥΣΗ

Από  μια κορυφή  φέρνουμε διαγωνίους προς ό λες τις κορυφές εκτό ς από  την ίδια και τις δύ ο γειτονικές: 
διαγώ νιοι. Αυτές χωρίζουν το πολύ γωνο σε  τρίγωνα. (Γι' αυτό , παρεμπιπτό ντως, το ά θροισμα των γωνιώ ν του
είναι .)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Ισοδύναμα αλλά όχι ίσα

Να δοθού ν παραδείγματα: (α) δύ ο ισοδύ ναμων ορθογωνίων που δεν είναι ίσα (β) ενό ς τριγώ νου και ενό ς ορθογωνίου που
είναι ισοδύ ναμα.

ΛΥΣΗ

(α) Ορθογώ νια  και : εμβαδό ν  και τα δύ ο. (β) Ένα ορθογώ νιο τρίγωνο με κά θετες πλευρές  και 
(εμβαδό ν ) και ένα ορθογώ νιο  (εμβαδό ν ). Τους τύ πους θα τους δικαιολογή σουμε στο επό μενο
μά θημα.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να μετατρέψετε: (α)  σε  (β)  σε  (γ)  στρέμματα σε .
→ Λύση 10.1–10.2/1

2

●○○

Σε πό σα τρίγωνα χωρίζεται ένα κυρτό  οκτά γωνο με τις διαγωνίους από  μια κορυφή  του;

→ Λύση 10.1–10.2/2

3

●●○

Να εξηγή σετε γιατί κά θε διά μεσος ενό ς τριγώ νου το χωρίζει σε δύ ο ισοδύ ναμα τρίγωνα. (Χρησιμοποιή στε τον τύ πο
, που θα αποδείξουμε στο επό μενο μά θημα.)

→ Λύση 10.1–10.2/3

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Λάθος μετατροπή μονάδων

✗ .

✓ , ά ρα  και .

3 m =2 300 cm2

1 m = 100 cm 1 m =2 100 ⋅ 100 = 10 000 cm2 3 m =2 30 000 cm2

ν

ν − 3
ν − 2

(ν − 2) ⋅ 180∘

6 × 2 4 × 3 12 6 4
​ ⋅2

1 6 ⋅ 4 = 12 4 × 3 12

Μάθημα 10.1–10.2 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

2,5 m2 cm2 4800 cm2 m2 3 m2

E = ​ ⋅2
1 β ση ⋅ά ψοςύ
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α = 5α = 5

β = 3β = 3

Ορθογώνιο 5 × 3: χωράει 15 μοναδιαία τετράγωνα

ββ

υυ

ΑΑ ΒΒ

ΓΓΔΔ

ΗΗ

Ε = β · υ

Εμβαδά
Μ Α Θ Η Μ Α  1 0 . 3

Εμβαδόν βασικών ευθύγραμμων σχημάτων

Τετράγωνο και ορθογώνιο

Για ακέραιες πλευρές, το αποτέλεσμα φαίνεται αμέσως από  το «πλέγμα» των
μοναδιαίων τετραγώ νων. Το γενικό  αποτέλεσμα (για οποιουσδή ποτε θετικού ς
πραγματικού ς ) αποδεικνύ εται, για το ορθογώ νιο, με ένα έξυπνο τέχνασμα:

Παραλληλόγραμμο

Τρίγωνο

ZQL16ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10

ΘΕΩΡΗΜΑ — Εμβαδόν τετραγώνου και ορθογωνίου

Τετρά γωνο πλευρά ς : .

Ορθογώ νιο με διαστά σεις  και : .

α E = α2

α β E = α ⋅ β

α,β

ΑΠΟΔΕΙΞΗ — Το ορθογώνιο από το τετράγωνο

α²

β²

Ε

Ε

αα ββ

∎

Δεχό μαστε τον τύ πο  για τετρά γωνο. Κατασκευά ζουμε τετρά γωνο πλευρά ς 
και το χωρίζουμε, ό πως στο σχή μα, σε ένα τετρά γωνο πλευρά ς , ένα τετρά γωνο πλευρά ς 
και δύ ο ίσα ορθογώ νια  με εμβαδό ν  το καθένα. Από  την ιδιό τητα (2) του εμβαδού :

E = α2 α + β

α β

α × β E

(α + β) =2 α +2 β +2 2E ⇒ α +2 2αβ + β =2 α +2 β +2 2E ⇒ E = αβ.

ΘΕΩΡΗΜΑ — Εμβαδόν παραλληλογράμμου

Το εμβαδό ν παραλληλογρά μμου ισού ται με το γινό μενο μιας πλευρά ς του επί το
αντίστοιχο ύ ψος:

E = β ⋅ υ.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Από  το  φέρνουμε το ύ ψος  προς την  και από  το  το ύ ψος  προς την
προέκταση της . Τα ορθογώ νια τρίγωνα  και  είναι ίσα
(υποτείνουσες  και κά θετες ). Αν από  το τραπέζιο 
αφαιρέσουμε το  παίρνουμε το παραλληλόγραμμο, ενώ  αν αφαιρέσουμε το
ίσο του  παίρνουμε το ορθογώ νιο . Άρα τα δύ ο σχή ματα είναι
ισοδύ ναμα και , αφού  .

Δ ΔH AB Γ ΓZ
AB AHΔ BZΓ

AΔ = BΓ ΔH = ΓZ AZΓΔ
BZΓ

AHΔ HZΓΔ
(ABΓΔ) = (HZΓΔ) = HZ ⋅ ΔH = β ⋅ υ HZ = AB = β

ΘΕΩΡΗΜΑ — Εμβαδόν τριγώνου

Το εμβαδό ν τριγώ νου ισού ται με το μισό  του γινομένου μιας πλευρά ς του επί το αντίστοιχο ύ ψος:

E = ​αυ ​ =
2
1

α ​β υ ​ =
2
1

β ​γ υ ​.
2
1

γ

ΑΠΟΔΕΙΞΗ
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αα

υαυα

ΑΑ

ΒΒ ΓΓ

ΔΔ

Δύο ίσα τρίγωνα σχηματίζουν παραλληλόγραμμο

ΒΒ

ββ

υυ

ΑΑ ΒΒ

ΓΓΔΔ

Ε = (Β + β)/2 · υ

δ₁/2δ₁/2

δ₂/2δ₂/2

Ε = δ₁δ₂ / 2

Τραπέζιο

Ρόμβος και τετράπλευρο με κάθετες διαγωνίους

∎

Από  το  φέρνουμε παρά λληλη προς τη  και από  το  παρά λληλη προς την
· τέμνονται στο . Το  είναι παραλληλόγραμμο με βά ση  και ύ ψος

, και η διαγώ νιος  το χωρίζει σε δύ ο ίσα τρίγωνα. Άρα 
.

A BΓ Γ
AB Δ ABΓΔ α

υ ​α AΓ (ABΓ) =
​(ABΓΔ) =2

1
​αυ ​2

1
α

ΠΟΡΙΣΜΑ — Χρήσιμες συνέπειες

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ( ):  (μία κά θετη πλευρά  είναι
ύ ψος της ά λλης). Συγκρίνοντας με το  ξαναβρίσκουμε .

Κά θε διάμεσος χωρίζει το τρίγωνο σε δύ ο ισοδύ ναμα τρίγωνα.

Τρίγωνα με κοινή βάση και κορυφές πά νω σε ευθεία παράλληλη προς τη
βά ση είναι ισοδύ ναμα (έχουν ίδιο ύ ψος).

Σε ισόπλευρο τρίγωνο πλευρά ς : .

=Â 90∘ E = ​βγ2
1

E = ​αυ ​2
1

α βγ = αυ ​α

α E = ​

4
α ​

2 3

ΘΕΩΡΗΜΑ — Εμβαδόν τραπεζίου

Το εμβαδό ν τραπεζίου ισού ται με το ημιά θροισμα των βά σεων επί το ύ ψος:

Επειδή  η διά μεσος του τραπεζίου είναι , ισχύ ει επίσης .

E = ​ ⋅
2

B + β
υ.

δ = ​2
B+β E = δ ⋅ υ

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Η διαγώ νιος  χωρίζει το τραπέζιο σε δύ ο τρίγωνα με το ίδιο ύ ψος  (την
από σταση των παρά λληλων βά σεων):  και .
Προσθέτοντας: .

BΔ υ

(ABΔ) = ​Bυ2
1 (BΓΔ) = ​βυ2

1

E = ​(B +2
1 β)υ

ΘΕΩΡΗΜΑ — Εμβαδόν ρόμβου

Το εμβαδό ν ενό ς ρό μβου (και γενικά  κά θε κυρτού  τετραπλεύ ρου με κάθετες
διαγωνίους) ισού ται με το μισό  του γινομένου των διαγωνίων του:

E = ​.
2

δ ​ ⋅ δ ​1 2

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Αν , η διαγώ νιος  χωρίζει το τετρά πλευρο σε τα τρίγωνα  και
 με κοινή  βά ση  και ύ ψη τα τμή ματα στα οποία το σημείο τομή ς χωρίζει τη 

. Το ά θροισμα των υψώ ν είναι , ά ρα . Το
σχή μα δείχνει και μια «οπτική » από δειξη για τον ρό μβο: είναι το μισό  του ορθογωνίου

.

AΓ ⊥ BΔ AΓ = δ ​1 ABΓ
AΔΓ AΓ BΔ

BΔ = δ ​2 E = ​δ ​ ⋅2
1

1 ( ψος ​ +ύ 1 ψος ​) =ύ 2 ​δ ​δ ​2
1

1 2

δ ​ ×1 δ ​2
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∎

66

1010

88

ΑΑ ΒΒ

ΓΓΔΔ

ΗΗ

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Τρίγωνο και τα τρία ύψη του

Τρίγωνο έχει πλευρά   με αντίστοιχο ύ ψος . Αν  και , να βρεθού ν τα ύ ψη  και .

ΛΥΣΗ

. Τό τε  και .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Τραπέζιο

Ορθογώ νιο τραπέζιο  ( ) έχει βά σεις ,  και πλευρά  . Να βρεθεί το εμβαδό ν
του.

ΛΥΣΗ

ΣΥΝΟΨΗ — Τυπολόγιο εμβαδών

Σχήμα Εμβαδόν

Τετράγωνο πλευράς  (ή  , ό που  η διαγώ νιος)

Ορθογώ νιο 

Παραλληλόγραμμο  (βάση × αντίστοιχο ύ ψος)

Τρίγωνο

Ορθογώ νιο τρίγωνο  (γινό μενο καθέτων / 2)

Ισό πλευρο τρίγωνο

Τραπέζιο

Ρό μβος / κάθετες διαγώ νιοι

α α2
​2

δ2
δ

α × β αβ

β ⋅ υ

​αυ ​2
1

α

​βγ2
1

​4
α ​

2 3

​υ2
B+β

​2
δ ​δ ​1 2

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Λάθος ύψος σε παραλληλόγραμμο

Παραλληλόγραμμο με πλευρές  και . Ο μαθητή ς γρά φει ✗ .

✓  Το  είναι πλευρά, όχι ύ ψος! Μό νο στο ορθογώ νιο η πλευρά  είναι και ύ ψος. Χρειά ζεται το ύ ψος που αντιστοιχεί στη
βά ση : αν π.χ. η γωνία είναι , το ύ ψος είναι  και .

8 5 E = 8 ⋅ 5 = 40

5
8 30∘

​2
5 E = 8 ⋅ 2,5 = 20

ΠΡΟΣΟΧΗ!

Σε αμβλυγώνιο τρίγωνο το ύ ψος προς μια πλευρά  μπορεί να πέφτει έξω από  αυτή ν. Ο τύ πος  ισχύ ει κανονικά
— το ύ ψος είναι απλώ ς η από σταση της κορυφή ς από  την ευθεία της πλευρά ς.

E = ​αυ ​2
1

α

α = 12 υ ​ =α 5 β = 10 γ = 8 υ ​β υ ​γ

E = ​ ⋅2
1 12 ⋅ 5 = 30 ​βυ ​ =2

1
β 30 ⇒ υ ​ =β ​ =10

60 6 ​γυ ​ =2
1

γ 30 ⇒ υ ​ =γ ​ =8
60 7,5

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Από  το  προκύ πτει ό τι τα ύψη είναι αντιστρόφως ανάλογα των πλευρών: στη μεγαλύ τερη
πλευρά  αντιστοιχεί το μικρό τερο ύ ψος.

αυ ​ =α βυ ​ =β γυ ​ =γ 2E

ABΓΔ =Â =Δ̂ 90∘ AB = 14 ΔΓ = 8 BΓ = 10
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∎

∎

ΑΑ ΒΒ

ΓΓΔΔ ΜΜ

∎

∎

Φέρνουμε το ύ ψος . Τό τε ,  και στο ορθογώ νιο τρίγωνο : 

. Άρα .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Ισόπλευρο τρίγωνο

Να βρεθεί το εμβαδό ν ισοπλεύ ρου τριγώ νου με περίμετρο , καθώ ς και η πλευρά  ισοπλεύ ρου τριγώ νου με εμβαδό ν .

ΛΥΣΗ

Πλευρά  , . Για το δεύ τερο: .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Απόδειξη ισοδυναμίας

Σε παραλληλόγραμμο  παίρνουμε τυχαίο σημείο  της πλευρά ς . Να
αποδειχθεί ό τι  και ό τι .

ΛΥΣΗ

Το τρίγωνο  έχει βά ση  και ύ ψος την από σταση του  από  την , που είναι ίση με το ύ ψος  του
παραλληλογρά μμου (αφού  το  ανή κει στη ). Άρα . Τα τρία τρίγωνα ,

,  διαμερίζουν το παραλληλόγραμμο, οπό τε 
.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Ρόμβος

Ένας ρό μβος έχει πλευρά   και μία διαγώ νιο . Να βρεθεί το εμβαδό ν και το ύ ψος του.

ΛΥΣΗ

Οι διαγώ νιοι διχοτομού νται κά θετα: η μισή  ά λλη διαγώ νιος είναι , οπό τε . Εμβαδό ν 
. Ο ρό μβος είναι και παραλληλόγραμμο, ά ρα .

ΓH AH = ΔΓ = 8 HB = 14 − 8 = 6 ΓHB ΓH = ​ =10 − 62 2

8 E = ​ ⋅
2

14 + 8
8 = 88

18 16 ​3

α = 6 E = ​ =4
36 ​3 9 ​3 ​ =4

α ​

2 3 16 ​ ⇒3 α =2 64 ⇒ α = 8

ABΓΔ M ΓΔ
(MAB) = ​(ABΓΔ)2

1 (MAΔ) + (MBΓ) = (MAB)

MAB AB M AB υ

M ΓΔ ∥ AB (MAB) = ​AB ⋅2
1 υ = ​(ABΓΔ)2

1 MAΔ
MAB MBΓ (MAΔ) + (MBΓ) = (ABΓΔ) − (MAB) = ​(ABΓΔ) =2

1

(MAB)

10 12

​ =100 − 36 8 δ ​ =2 16 E =
​ =2

12⋅16 96 E = α ⋅ υ ⇒ υ = ​ =10
96 9,6

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Πώς βρίσκουμε εμβαδά «περίεργων» σχημάτων

Χωρίζουμε το σχή μα σε γνωστά  κομμά τια (τρίγωνα, ορθογώ νια) και προσθέτουμε.

Ή το συμπληρώνουμε σε ένα γνωστό  σχή μα και αφαιρού με ό ,τι περισσεύ ει.

Αν λείπει ένα ύ ψος, το βρίσκουμε συνή θως με Πυθαγόρειο.

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Στο mathgreece.com θα βρεις ολοκληρωμένο δωρεάν φροντιστήριο με εκατοντάδες ασκήσεις εμβαδώ ν, από  τις πιο απλές
μέχρι επίπεδο εξετάσεων.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρεθεί το εμβαδό ν: (α) τετραγώ νου με διαγώ νιο  (β) ορθογωνίου με διαγώ νιο  και πλευρά   (γ) ορθογωνίου
τριγώ νου με κά θετες  και .

→ Λύση 10.3/1

2

●○○

Παραλληλόγραμμο έχει πλευρές  και  και το ύ ψος προς την πλευρά   είναι . Να βρεθεί το ύ ψος προς την πλευρά  .

→ Λύση 10.3/2

3

●○○

Τραπέζιο έχει βά σεις  και  και εμβαδό ν . Να βρεθεί το ύ ψος του.

→ Λύση 10.3/3

4

●●○

Ισοσκελές τρίγωνο έχει βά ση  και σκέλη . Να βρεθεί το εμβαδό ν του και το ύ ψος προς ένα σκέλος.
→ Λύση 10.3/4

5

●●○

Ισοσκελές τραπέζιο έχει βά σεις  και  και γωνία βά σης . Να βρεθεί το εμβαδό ν του.

→ Λύση 10.3/5

6

●●○

Σε τρίγωνο  το  είναι το μέσο της  και το  το μέσο της . Να εκφρά σετε το  συναρτή σει του .
→ Λύση 10.3/6

7

●●○

Ένα κυρτό  τετρά πλευρο έχει κά θετες διαγωνίους με μή κη  και . Να βρεθεί το εμβαδό ν του. Αν το τετρά πλευρο ή ταν
ρό μβος, ποια θα ή ταν η πλευρά  του;

→ Λύση 10.3/7

8

●●●

Στις πλευρές , ,  ισοπλεύ ρου τριγώ νου πλευρά ς  παίρνουμε σημεία , ,  με . Να
αποδείξετε ό τι .

→ Λύση 10.3/8

Μάθημα 10.3 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

10 13 5
7 24

9 6 9 4 6

15 9 96

16 17

20 10 45∘

ABΓ M BΓ N AM (NBΓ) (ABΓ)

9 14

AB BΓ ΓA α Δ E Z AΔ = BE = ΓZ = ​3
α

(ΔEZ) = ​(ABΓ)3
1
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Εμβαδά
Μ Α Θ Η Μ Α  1 0 . 4

Άλλοι τύποι για το εμβαδόν τριγώνου

Οι τέσσερις «νέοι» τύποι

Ο τύ πος  απαιτεί να γνωρίζουμε ένα ύ ψος. Συχνά  ό μως γνωρίζουμε ά λλα στοιχεία: τις τρεις πλευρές, δύ ο πλευρές και
τη γωνία τους, τις ακτίνες του εγγεγραμμένου ή  του περιγεγραμμένου κύ κλου. Για καθεμιά  από  αυτές τις περιπτώ σεις υπά ρχει
ειδικό ς τύ πος.

ZQL17ZQ
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E = ​αυ ​2
1

α

ΘΕΩΡΗΜΑ — Τύποι εμβαδού τριγώνου

Για κά θε τρίγωνο  με ημιπερίμετρο :

1. Τύπος του Ήρωνα: 
2. Δύο πλευρές και η περιεχόμενη γωνία: 
3. Ακτίνα εγγεγραμμένου κύκλου: 

4. Ακτίνα περιγεγραμμένου κύκλου: 

5. Ακτίνα παρεγγεγραμμένου κύκλου: 

ABΓ τ = ​2
α+β+γ

E = ​τ(τ − α)(τ − β)(τ − γ)

E = ​βγ ημA2
1

E = τ ⋅ ρ

E = ​

4R
αβγ

E = (τ − α) ρ ​α

ΑΠΟΔΕΙΞΗ — (1) Ήρωνας

∎
Στο μά θημα 9.4 αποδείξαμε ό τι . Άρα .υ ​ =α ​ ​

α

2
τ(τ − α)(τ − β)(τ − γ) E = ​αυ ​ =

2
1

α ​τ(τ − α)(τ − β)(τ − γ)

ΑΠΟΔΕΙΞΗ — (2) Με το ημίτονο

γγ

ββ

υβυβ

ΑΑ

ΒΒ

ΓΓ

∎

Αν  είναι το ύ ψος από  το , από  το ορθογώ νιο τρίγωνο που σχηματίζεται είναι 
 (και ό ταν η  είναι αμβλεία, αφού  ). Άρα 

.

υ ​β B υ ​ =β

γ ημA Â ημ(180 −∘ A) = ημA E = ​βυ ​ =2
1

β

​βγ ημA2
1

ΑΠΟΔΕΙΞΗ — (3) Με το έγκεντρο

ΙΙ

ΑΑ

ΒΒ ΓΓ

∎

Ενώ νουμε το έγκεντρο  με τις κορυφές. Το τρίγωνο χωρίζεται στα , , ,
καθένα με ύ ψος  (η ακτίνα είναι κά θετη στην εφαπτομένη πλευρά ). Άρα 

.

I IBΓ IΓA IAB
ρ E = ​αρ +2

1

​βρ +2
1 γρ =2

1
​ρ =2

α+β+γ τρ

ΑΠΟΔΕΙΞΗ — (4) Με τον περιγεγραμμένο κύκλο

∎

Φέρνουμε το ύ ψος  και τη διά μετρο  του περιγεγραμμένου κύ κλου. Τα ορθογώ νια τρίγωνα  και  (ορθή

στο , γιατί η  βαίνει σε ημικύ κλιο) έχουν  (εγγεγραμμένες στο ίδιο τό ξο ). Άρα είναι ό μοια: ,

δηλαδή  . Τό τε .

AΔ AE AΔB AΓE

Γ AΓE =B̂ Ê AΓ
⌢

​ =
AΓ
AΔ

​

AE
AB

υ ​ =α ​

2R
βγ

E = ​αυ ​ =2
1

α ​

4R
αβγ
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∎

∎

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Το «κλασικό» τρίγωνο 13 – 14 – 15

Να βρεθού ν το εμβαδό ν, τα ύ ψη και οι ακτίνες  και  του τριγώ νου με πλευρές .

ΛΥΣΗ

. Ήρωνας: .

Ύψη: , , .

Ακτίνες:  και .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Με γωνία

Σε τρίγωνο  είναι ,  και . Να βρεθεί το εμβαδό ν. Τι θα ά λλαζε αν ή ταν ;

ΛΥΣΗ

. Αν , τό τε  και το εμβαδό ν θα ή ταν πάλι  —
παρό λο που τα τρίγωνα είναι εντελώ ς διαφορετικά !

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Ακτίνες ορθογωνίου τριγώνου

Για το ορθογώ νιο τρίγωνο με πλευρές  να βρεθού ν  και .

ΛΥΣΗ

, , .  — το μισό  της υποτείνουσας, ό πως αναμενό ταν (το κέντρο του
περιγεγραμμένου κύ κλου ορθογωνίου τριγώ νου είναι το μέσο της υποτείνουσας).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Ήρωνας με ρίζες

Να βρεθεί το εμβαδό ν τριγώ νου με πλευρές  με δύ ο τρό πους.

ΛΙΓΗ ΙΣΤΟΡΙΑ

Ο Ήρων ο Αλεξανδρεύ ς (1ος αι. μ.Χ.) ή ταν μαθηματικό ς και μηχανικό ς· κατασκεύ ασε μεταξύ  ά λλων την «αιολόσφαιρα», έναν
πρόδρομο της ατμομηχανή ς! Ο τύ πος για το εμβαδόν από  τις τρεις πλευρές περιέχεται στο έργο του «Μετρικά », αν και ίσως
ή ταν γνωστό ς ή δη στον Αρχιμή δη.

ΚΛΕΙΔΙ — Ποιον τύπο διαλέγω;

Γνωρίζω Χρησιμοποιώ

μια πλευρά  και το αντίστοιχο ύ ψος

τις τρεις πλευρές Ήρωνα

δύ ο πλευρές και την περιεχό μενη γωνία

περίμετρο και  (ή  ζητώ  το )

πλευρές και  (ή  ζητώ  το )

​αυ ​2
1

α

​βγ ημA2
1

ρ ρ τρ

R R ​4R
αβγ

ρ R 13, 14, 15

τ = 21 E = ​ =21 ⋅ 8 ⋅ 7 ⋅ 6 ​ =7056 84

υ ​ =13 ​13
168 υ ​ =14 ​ =14

168 12 υ ​ =15 ​ =15
168 11,2

ρ = ​ =
τ
E

​ =21
84 4 R = ​ =4E

αβγ
​ =336

13⋅14⋅15
​ =336

2730
​ =8

65 8,125

ABΓ β = 8 γ = 5 =Â 30∘ =Â 150∘

E = ​ ⋅2
1 8 ⋅ 5 ⋅ ημ30 =∘ 20 ⋅ ​ =2

1 10 =Â 150∘ ημ150 =∘ ημ30 =∘
​2

1 10

6, 8, 10 ρ R

E = ​ =2
6⋅8 24 τ = 12 ρ = ​ =12

24 2 R = ​ =4⋅24
6⋅8⋅10 5

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Ένας χρήσιμος τύπος για το ορθογώνιο τρίγωνο

Σε ορθογώ νιο τρίγωνο ( ) ισχύ ει . Στο προηγού μενο παρά δειγμα:  ✓.=Â 90∘ ρ = τ − α = ​2
β+γ−α

​ =2
6+8−10 2

5, 5, 6
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∎

ΛΥΣΗ

Ήρωνας: , . Με το ύψος: το τρίγωνο είναι ισοσκελές· το ύ ψος προς τη βά ση 
είναι , ά ρα  ✓.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρεθεί με τον τύ πο του Ήρωνα το εμβαδό ν τριγώ νου με πλευρές .

→ Λύση 10.4/1

2

●○○

Δύ ο πλευρές τριγώ νου είναι  και  και η περιεχό μενη γωνία . Να βρεθεί το εμβαδό ν.
→ Λύση 10.4/2

3

●○○

Τρίγωνο έχει περίμετρο  και ακτίνα εγγεγραμμένου κύ κλου . Ποιο είναι το εμβαδό ν του;

→ Λύση 10.4/3

4

●●○

Να βρεθού ν τα  και  του τριγώ νου με πλευρές .
→ Λύση 10.4/4

5

●●○

Να αποδείξετε ό τι σε κά θε τρίγωνο .

→ Λύση 10.4/5

6

●●○

Να βρεθεί το εμβαδό ν ισοσκελού ς τριγώ νου με σκέλη  και γωνία κορυφή ς , καθώ ς και η βά ση του.
→ Λύση 10.4/6

7

●●○

Παραλληλόγραμμο έχει πλευρές  και γωνία . Να αποδείξετε ό τι . Εφαρμογή : , , .

→ Λύση 10.4/7

8

●●●

Να αποδείξετε ό τι σε κά θε τρίγωνο .

→ Λύση 10.4/8

9

●●●

Τρίγωνο έχει πλευρές , , . Να βρείτε το εμβαδό ν του, το ύ ψος  και να εξηγή σετε γιατί το ίχνος
αυτού  του ύ ψους βρίσκεται έξω από  την πλευρά  .

→ Λύση 10.4/9

τ = 8 E = ​ =8 ⋅ 3 ⋅ 3 ⋅ 2 ​ =144 12 6
=25 − 9 4 E = ​ =2

6⋅4 12

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Ο τύπος του Ήρωνα με την περίμετρο

✗ , ό που  η περίμετρος.

✓ Ο τύ πος χρησιμοποιεί την ημιπερίμετρο . Ένας γρή γορος έλεγχος: ό λοι οι παρά γοντες , ,  πρέπει
να βγαίνουν θετικοί (λόγω τριγωνική ς ανισό τητας). Αν κά ποιος βγει αρνητικό ς ή  μηδέν, κά τι πή γε στραβά .

E = ​Π(Π − α)(Π − β)(Π − γ) Π

τ = ​2
Π τ − α τ − β τ − γ

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Λάθος γωνία στον τύπο του ημιτόνου

✗ .

✓ Η γωνία πρέπει να είναι η περιεχόμενη στις δύ ο πλευρές: , , .

E = ​αβ ημA2
1

​αβ ημΓ2
1

​βγ ημA2
1

​γα ημB2
1

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Οι τύ ποι του εμβαδού  συνδυάζονται συχνά  με τριγωνομετρία. Για μια ολοκληρωμένη επανάληψη και των δύ ο, με βίντεο και
λυμένα θέματα, επισκέψου το mathgreece.com — το φροντιστήριο είναι εντελώ ς δωρεάν.

Μάθημα 10.4 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

7, 8, 9

6 10 60∘

30 2

ρ R 5, 12, 13

αβγ = 4Rρτ

10 120∘

α,β φ E = αβ ημφ α = 7 β = 4 φ = 45∘

​ +
υ ​α

1
​ +

υ ​β

1
​ =

υ ​γ

1
​

ρ

1

α = 4 β = 13 γ = 15 υ ​α

α
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ΑΑ

ΒΒ ΓΓΔΔ

Κοινό ύψος: (ΑΒΔ)/(ΑΔΓ) = ΒΔ/ΔΓ

λ = 2 ⟹ το εμβαδόν τετραπλασιάζεται

Εμβαδά
Μ Α Θ Η Μ Α  1 0 . 5

Λόγος εμβαδών

Τρίγωνα με κοινό ύψος ή κοινή βάση

Από  τον τύ πο  προκύ πτουν αμέσως δύ ο πολύ  χρή σιμα
συμπερά σματα:

Ειδικά : αν το  είναι σημείο της , τό τε  (κοινό  ύ ψος από  το ).

Όμοια τρίγωνα και όμοια πολύγωνα

Τρίγωνα με μία γωνία ίση ή παραπληρωματική

ZQL18ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10

E = ​ β ση ⋅2
1 ά ψοςύ

ΘΕΩΡΗΜΑ — Λόγος εμβαδών με κοινό ύψος ή κοινή βάση

Αν δύ ο τρίγωνα έχουν ίσα ύψη, ο λόγος των εμβαδώ ν τους ισού ται με τον
λόγο των αντίστοιχων βάσεων.

Αν δύ ο τρίγωνα έχουν ίσες βάσεις, ο λόγος των εμβαδώ ν τους ισού ται με τον
λόγο των αντίστοιχων υψών.

Δ BΓ ​ =
(AΔΓ)
(ABΔ)

​

ΔΓ
BΔ

A

ΘΕΩΡΗΜΑ — Λόγος εμβαδών όμοιων σχημάτων

Αν δύ ο τρίγωνα (ή  γενικά  δύ ο πολύ γωνα) είναι όμοια με λόγο ομοιό τητας ,
τό τε ο λόγος των εμβαδώ ν τους ισού ται με το τετράγωνο του λόγου
ομοιό τητας:

λ

​ =
E
E′

λ .2

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Για τρίγωνα: ο λόγος των βά σεων είναι  και (μά θημα 8.2) ο λόγος των αντίστοιχων υψώ ν είναι επίσης . Άρα 

.

Για πολύγωνα: φέρνοντας τις διαγωνίους από  δύ ο ομό λογες κορυφές, τα πολύ γωνα χωρίζονται σε ισά ριθμα, ανά  δύ ο

ό μοια, τρίγωνα με λόγο . Κά θε ζεύ γος έχει λόγο εμβαδώ ν , οπό τε (ιδιό τητα ίσων λόγων) .

λ λ ​ =
E
E′

​ =
​αυ ​2

1
α

​α υ ​2
1 ′

α
′

λ ⋅ λ = λ2

λ λ2
​ =

E ​ + E ​ + …1 2

E ​ + E ​ + …1
′

2
′

λ2

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Μεγάλη προσοχή!

Αν διπλασιά σεις ό λα τα μή κη ενό ς σχή ματος, η περίμετρος διπλασιά ζεται, αλλά  το εμβαδό ν τετραπλασιάζεται. Αν τα
τριπλασιά σεις, το εμβαδό ν γίνεται 9 φορές μεγαλύ τερο. Ο λόγος των εμβαδώ ν είναι , όχι !λ2 λ

ΘΕΩΡΗΜΑ — Λόγος εμβαδών με κοινή γωνία

Αν μια γωνία ενό ς τριγώ νου είναι ίση ή  παραπληρωματική με μια γωνία ενό ς ά λλου τριγώ νου, τό τε ο λόγος των
εμβαδώ ν τους ισού ται με τον λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τις γωνίες αυτές:

=Â     +A′^ ή Â =A′^ 180 ⟹∘
​ =

(A B Γ )′ ′ ′

(ABΓ)
​.

β ⋅ γ′ ′

β ⋅ γ

ΑΠΟΔΕΙΞΗ
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ΑΑ

ΒΒ ΓΓ

ΘΘ

∎

∎

∎

ΑΑ ΒΒ

ΓΓ

ΔΔ

ΕΕ

Το κλασικό σχήμα: (ΑΔΕ)/(ΑΒΓ) = (ΑΔ·ΑΕ)/(ΑΒ·ΑΓ)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Τα έξι τρίγωνα των διαμέσων

Να αποδειχθεί ό τι οι τρεις διά μεσοι ενό ς τριγώ νου το χωρίζουν σε έξι ισοδύ ναμα τρίγωνα.

ΛΥΣΗ

Έστω  το βαρύ κεντρο. Τα τρίγωνα  και  έχουν ίσες βά σεις (
) και κοινό  ύ ψος από  το : είναι ισοδύ ναμα· έστω εμβαδό ν  το

καθένα. Όμοια, τα ζεύ γη στις ά λλες πλευρές έχουν εμβαδά   και . Η
διά μεσος  χωρίζει το  σε δύ ο ισοδύ ναμα τρίγωνα: ,
ά ρα . Ομοίως από  ά λλη διά μεσο . Άρα και τα έξι τρίγωνα έχουν
εμβαδό ν .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Όμοια τρίγωνα

Δύ ο ό μοια τρίγωνα έχουν ομό λογες πλευρές  και . Αν το εμβαδό ν του μικρού  είναι , ποιο είναι το εμβαδό ν του μεγά λου;

ΛΥΣΗ

, οπό τε  και .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Παράλληλη που χωρίζει το εμβαδόν στη μέση

Σε τρίγωνο  με , ζητά με σημείο  στην  ώ στε η παρά λληλη από  το  προς τη  να χωρίζει το τρίγωνο
σε δύ ο ισοδύ ναμα μέρη. Να βρεθεί το .

ΛΥΣΗ

Αν η παρά λληλη τέμνει την  στο , τό τε  με , και θέλουμε . Άρα ,
, και  — όχι !

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Λόγος με κοινή γωνία

Στο τρίγωνο  είναι  και . Παίρνουμε  στην  με  και  στην  με . Να βρεθεί ο

∎

Και στις δύ ο περιπτώ σεις . Διαιρώ ντας κατά  μέλη τα  και  προκύ πτει το
ζητού μενο.

ημA = ημA′ E = ​βγ ημA2
1 E =′

​β γ ημA2
1 ′ ′ ′

Θ ΘBM ​α ΘM ​Γα
BM ​ =α M ​Γα Θ x

y, y z, z
AM ​α ABΓ x + 2z = x + 2y

y = z x = y

​(ABΓ)6
1

6 9 20

λ = ​ =6
9

​2
3

​ =20
E′

​4
9 E =′ 45

ABΓ AB = 10 Δ AB Δ BΓ
AΔ

AΓ E AΔE ≈ ABΓ λ = ​AB
AΔ (AΔE) = ​(ABΓ)2

1 λ =2
​2

1

λ = ​2
​2 AΔ = ​ ⋅2

​2 10 = 5 ​ ≈2 7,07 5

ABΓ AB = 8 AΓ = 12 Δ AB AΔ = 3 E AΓ AE = 4
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∎

∎

λόγος  και ο λόγος .

ΛΥΣΗ

Κοινή  γωνία : . Τό τε , ά ρα .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Τραπέζιο: τα τέσσερα τρίγωνα των διαγωνίων

Σε τραπέζιο  ( ) οι διαγώ νιοι τέμνονται στο . Αν  και , να βρεθεί το εμβαδό ν του
τραπεζίου.

ΛΥΣΗ

Τα  και  είναι ό μοια (μά θημα 8.2) με , ά ρα . Τα τρίγωνα  και  έχουν κοινό  ύ ψος
από  το , οπό τε , ά ρα . Όμοια . Συνολικά  .

(Παρατή ρησε: .)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Δύ ο ό μοια πολύ γωνα έχουν λόγο ομοιό τητας . Αν το εμβαδό ν του μεγαλύ τερου είναι , ποιο είναι του μικρό τερου;
→ Λύση 10.5/1

2

●○○

Σε τρίγωνο  το  είναι σημείο της  με  και . Αν , να βρεθού ν τα  και .

→ Λύση 10.5/2

3

●○○

Δύ ο ό μοια τρίγωνα έχουν εμβαδά   και . Να βρεθεί ο λόγος ομοιό τητας και ο λόγος των περιμέτρων τους.
→ Λύση 10.5/3

4

●●○

Στις πλευρές ,  τριγώ νου παίρνουμε σημεία ,  με  και . Αν , να βρεθεί το .

→ Λύση 10.5/4

5

●●○

Ένα τρίγωνο χωρίζεται με δύ ο παρά λληλες προς τη βά ση σε τρία μέρη ισοδύ ναμα (ίσα εμβαδά ). Σε ποια σημεία της
πλευρά ς  πρέπει να φέρουμε τις παρά λληλες;

→ Λύση 10.5/5

​(ABΓ)
(AΔE)

​(ΔBΓE)
(AΔE)

Â ​ =
(ABΓ)
(AΔE)

​ =
8 ⋅ 12
3 ⋅ 4

​ =
96
12

​

8
1

(ΔBΓE) = (ABΓ) − (AΔE) = ​(ABΓ)8
7

​ =
(ΔBΓE)
(AΔE)

​

7
1

ABΓΔ AB ∥ ΓΔ O (OAB) = 9 (OΓΔ) = 4

OAB OΓΔ λ =2
​4

9 λ = ​ =OΓ
OA

​2
3 OAB OBΓ

B ​ =(OBΓ)
(OAB)

​ =OΓ
OA

​2
3 (OBΓ) = 6 (OAΔ) = 6 E = 9 + 4 + 6 + 6 = 25

(OBΓ) =2 (OAB) ⋅ (OΓΔ)

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Λόγος εμβαδών ίσος με τον λόγο ομοιότητας

✗ «Τα τρίγωνα είναι ό μοια με λόγο , ά ρα το μικρό  έχει το  του εμβαδού  του μεγά λου.»

✓ Το μικρό  έχει το  του εμβαδού . Ο λόγος  αφορά  μή κη (πλευρές, ύ ψη, περιμέτρους)· για εμβαδά  παίρνουμε .

​3
1

​3
1

​ =( 3
1 )2

​9
1 λ λ2

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Στρατηγική για λόγους εμβαδών

1. Ψά χνουμε τρίγωνα με κοινή κορυφή και βά σεις πά νω στην ίδια ευθεία (κοινό  ύ ψος ⟹ λόγος βά σεων).

2. Ψά χνουμε όμοια τρίγωνα (⟹ ).

3. Ψά χνουμε κοινή γωνία (⟹ λόγος γινομένων πλευρώ ν).

4. Συχνά  συμφέρει να θέσουμε ένα εμβαδό ν ίσο με  και να εκφρά σουμε τα ά λλα μέσω αυτού .

λ2

x

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Οι λόγοι εμβαδώ ν είναι από  τα πιο «έξυπνα» θέματα της Γεωμετρίας. Για περισσό τερες ασκήσεις με αναλυτικές λύ σεις,
επισκέψου το mathgreece.com — πλήρες και δωρεάν φροντιστήριο.

Μάθημα 10.5 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

​5
2 150

ABΓ Δ BΓ BΔ = 4 ΔΓ = 6 (ABΓ) = 40 (ABΔ) (AΔΓ)

18 50

AB AΓ Δ E ​ =AB
AΔ

​3
2

​ =AΓ
AE

​4
3 (ABΓ) = 36 (AΔE)

AB = 9
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6

●●○

Σε τρίγωνο  η διχοτό μος  χωρίζει τη . Να αποδείξετε, με λόγο εμβαδώ ν, το θεώ ρημα της εσωτερική ς
διχοτό μου .

→ Λύση 10.5/6

7

●●●

Σε τραπέζιο  με  οι διαγώ νιοι τέμνονται στο . Αν  και , να αποδείξετε ό τι
.

→ Λύση 10.5/7

ABΓ AΔ BΓ
​ =ΔΓ

ΔB
​AΓ

AB

ABΓΔ AB ∥ ΓΔ O (OAB) = α2 (OΓΔ) = β2

(ABΓΔ) = (α + β)2
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εΑΑ Α'Α'

ΒΒ ΓΓ

Το Α μετακινείται στην παράλληλη ε: (Α'ΒΓ) = (ΑΒΓ)

Εμβαδά

Μ Α Θ Η Μ Α  1 0 . 6

Μετασχηματισμός πολυγώνου σε ισοδύναμό
του

Η ιδέα: «σπρώχνουμε» μια κορυφή παράλληλα

Το «μυστικό » ό λων των μετασχηματισμώ ν είναι μια απλή  παρατή ρηση: αν
μετακινήσουμε την κορυφή  ενός τριγώνου πάνω σε ευθεία παράλληλη
προς τη βάση , το εμβαδόν δεν αλλάζει (η βά ση και το ύ ψος μένουν ίδια).

Με αυτό  το εργαλείο μπορού με, με κανό να και διαβή τη, να μετασχηματίσουμε
οποιοδή ποτε πολύ γωνο σε ένα ισοδύναμο τρίγωνο και στη συνέχεια σε ισοδύ ναμο
τετρά γωνο.

Από ν-γωνο σε (ν − 1)-γωνο

ΑΑ ΒΒ

ΓΓ
ΔΔ

ΕΕ

Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ μετασχηματίζεται στο ισοδύναμο τρίγωνο ΑΒΕ

Έστω πολύ γωνο, για παρά δειγμα το τετρά πλευρο . Φέρνουμε τη διαγώ νιο , που «αποκό πτει» το τρίγωνο . Από
το  φέρνουμε παρά λληλη προς την , που τέμνει την προέκταση της  (ή  της , ανά λογα με το σχή μα) σε ένα σημείο .
Τό τε:

, γιατί έχουν κοινή  βά ση  και οι κορυφές ,  βρίσκονται σε παρά λληλη προς τη βά ση.

Επομένως .

Το τετρά πλευρο έγινε τρίγωνο με το ίδιο εμβαδό ν. Γενικά , με κά θε τέτοιο βή μα ένα -γωνο γίνεται ισοδύ ναμο -γωνο·
επαναλαμβά νοντας, καταλή γουμε σε ισοδύ ναμο τρίγωνο.

Από τρίγωνο σε τετράγωνο

Ένα τρίγωνο με βά ση  και ύ ψος  έχει εμβαδό ν . Ψά χνουμε τετρά γωνο πλευρά ς  με . Άρα το  είναι η
μέση ανάλογος των τμημά των  και , και κατασκευά ζεται ό πως στο μά θημα 9.3 (ημικύ κλιο με διά μετρο  και κά θετη
στο σημείο ένωσης).

ZQL19ZQ
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A
BΓ

ABΓΔ AΓ AΓΔ
Δ AΓ BA AB E

(AΓΔ) = (AΓE) AΓ Δ E

(ABΓΔ) = (ABΓ) + (AΓΔ) = (ABΓ) + (AΓE) = (EBΓ)

ν (ν − 1)

α υ ​αυ2
1 x x =2

​αυ =2
1

​ ⋅2
α υ x

​2
α υ ​ +2

α υ

ΘΕΩΡΗΜΑ — Τετραγωνισμός πολυγώνου

Κά θε πολύ γωνο μπορεί να μετασχηματιστεί, με κανό να και διαβή τη, σε ισοδύναμο τετράγωνο.

ΛΙΓΗ ΙΣΤΟΡΙΑ

Οι αρχαίοι Έλληνες ονόμαζαν «τετραγωνισμό» ενό ς σχή ματος την κατασκευή  ισοδύ ναμου τετραγώ νου. Ήξεραν να
τετραγωνίζουν κά θε πολύ γωνο, αλλά  προσπά θησαν μά ταια για αιώ νες να τετραγωνίσουν τον κύκλο. Το 1882 ο Lindemann
απέδειξε ό τι αυτό  είναι αδύνατο με κανόνα και διαβή τη — θα το συζητή σουμε στο Κεφά λαιο 11.
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Ορθογώνιο σε τετράγωνο

Να περιγραφεί πώ ς κατασκευά ζεται τετρά γωνο ισοδύ ναμο με ορθογώ νιο  και να βρεθεί η πλευρά  του.

ΛΥΣΗ

Θέλουμε , δηλαδή   = μέση ανά λογος των  και . Παίρνουμε σε ευθεία διαδοχικά  τμή ματα  και , γρά φουμε
ημικύ κλιο διαμέτρου  και υψώ νουμε κά θετη στο σημείο ένωσης· το τμή μα της μέχρι το ημικύ κλιο είναι 

.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Τρίγωνο ισοδύναμο με παραλληλόγραμμο

Να κατασκευαστεί τρίγωνο ισοδύ ναμο με δοσμένο παραλληλόγραμμο , που να έχει τη μία πλευρά  του πά νω στην
ευθεία .

ΛΥΣΗ

Προεκτείνουμε την  κατά  . Το τρίγωνο  έχει βά ση  και ύ ψος ίσο με το ύ ψος  του
παραλληλογρά μμου, ά ρα .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Πεντάγωνο σε τρίγωνο

Να περιγραφού ν τα βή ματα για τη μετατροπή  ενό ς κυρτού  πενταγώ νου  σε ισοδύ ναμο τρίγωνο.

ΛΥΣΗ

Βήμα 1: Φέρνουμε τη διαγώ νιο  και από  το  παρά λληλη προς την , που τέμνει την προέκταση της  στο .
Τό τε  και το πεντά γωνο γίνεται το ισοδύ ναμο τετρά πλευρο .

Βήμα 2: Στο  φέρνουμε τη διαγώ νιο  και από  το  παρά λληλη προς την , που τέμνει την προέκταση της
 στο . Τό τε  και το τετρά πλευρο γίνεται το ισοδύ ναμο τρίγωνο .

Σε κά θε βή μα «εξαφανίζεται» μία κορυφή , ενώ  το εμβαδό ν μένει σταθερό .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρεθεί η πλευρά  τετραγώ νου ισοδύ ναμου με τρίγωνο βά σης  και ύ ψους .

→ Λύση 10.6/1

2

●●○

Σε τρίγωνο  παίρνουμε σημείο  της . Να κατασκευά σετε ευθεία από  το  που χωρίζει το τρίγωνο σε δύ ο
ισοδύ ναμα μέρη.

→ Λύση 10.6/2

9 × 4

x =2 9 ⋅ 4 x 9 4 9 4
13 x = ​ =36

6

ABΓΔ
AB

AB BE = AB AEΔ AE = 2AB υ

(AEΔ) = ​ ⋅2
1 2AB ⋅ υ = AB ⋅ υ = (ABΓΔ)

ABΓΔE

ΓE Δ ΓE AE Z
(ΓΔE) = (ΓZE) ABΓZ

ABΓZ AΓ B AΓ
ZA H (ABΓ) = (AHΓ) HΓZ

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Η μέθοδος αυτή  είναι η θεωρητική  βά ση για τον υπολογισμό  εμβαδώ ν χωραφιών με ακανό νιστο σχή μα (τοπογραφία):
χωρίζουμε σε τρίγωνα ή  μετασχηματίζουμε το πολύ γωνο σε απλού στερο σχή μα.

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Θέλεις να δεις τους μετασχηματισμού ς σε κίνηση; Στο mathgreece.com θα βρεις δωρεάν πλήρες φροντιστήριο με
διαδραστικά  σχήματα και επιπλέον ασκήσεις.

Μάθημα 10.6 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

12 6

ABΓ M BΓ M
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3

●●○

Να εξηγή σετε πώ ς κατασκευά ζεται τετρά γωνο ισοδύ ναμο με το ά θροισμα δύ ο δοσμένων τετραγώ νων πλευρώ ν  και .
→ Λύση 10.6/3

4

●●●

Δίνεται τρίγωνο . Να κατασκευά σετε ισοσκελές τρίγωνο ισοδύ ναμο με αυτό , με βά ση την πλευρά  .

→ Λύση 10.6/4

α β

ABΓ BΓ
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1111
Μέτρηση κύκλου

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο

Τα μαθήματα του κεφαλαίου

11.1–
11.2

Κανονικά πολύγωνα – Ιδιότητες
και στοιχεία

11.3 Εγγραφή βασικών κανονικών
πολυγώνων σε κύκλο

11.4–11.5 Μήκος κύκλου – Μήκος τόξου

11.6–
11.7

Εμβαδόν κύκλου – Κυκλικός
τομέας – Κυκλικό τμήμα

11.8 Τετραγωνισμός κύκλου

Τι θα κατακτήσεις

Να γνωρίζεις τα στοιχεία των κανονικών
πολυγώνων και τις σχέσεις τους.
Να υπολογίζεις πλευρά, απόστημα και
εμβαδόν τετραγώνου, εξαγώνου,
ισοπλεύρου τριγώνου εγγεγραμμένων σε
κύκλο.
Να υπολογίζεις μήκος κύκλου και τόξου (σε
μοίρες και σε ακτίνια).
Να υπολογίζεις εμβαδόν κύκλου, κυκλικού
τομέα και κυκλικού τμήματος.
Να γνωρίζεις το ιστορικό πρόβλημα του
τετραγωνισμού του κύκλου.

Ο κύ κλος είναι το πιο «τέλειο» σχήμα, αλλά  και το
πιο δύ σκολο να μετρηθεί: δεν έχει ευθύ γραμμες
πλευρές για να εφαρμό σουμε τους τύ πους των
προηγού μενων κεφαλαίων. Η λύ ση έρχεται από
τα κανονικά  πολύ γωνα, που «πλησιάζουν» τον
κύ κλο ό σο αυξάνεται ο αριθμό ς των πλευρώ ν
τους. Έτσι θα γνωρίσουμε τον περίφημο αριθμό

, θα υπολογίσουμε μήκη τό ξων, εμβαδά  κύ κλων,
τομέων και τμημάτων και θα μάθουμε γιατί ο
«τετραγωνισμό ς του κύ κλου» είναι αδύ νατος.

π

Συμπληρωματικό υλικό, βίντεο και επιπλέον ασκήσεις για το Κεφάλαιο 11: mathgreece.com
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Τα στοιχεία του κανονικού εξαγώνου

Μέτρηση κύκλου
Μ Α Θ Η Μ Α  1 1 . 1 – 1 1 . 2

Κανονικά πολύγωνα – Ιδιότητες και στοιχεία

Ορισμός

Τα πιο γνωστά  κανονικά  πολύ γωνα είναι το ισόπλευρο τρίγωνο και το τετράγωνο. Ακολουθού ν το κανονικό  πεντά γωνο,
εξά γωνο κ.λπ.

ν = 3 ν = 4 ν = 5 ν = 6 ν = 8

Κάθε κανονικό πολύγωνο έχει «κέντρο»

Τα στοιχεία ενός κανονικού ν-γώνου

Για ένα κανονικό  πολύ γωνο  πλευρώ ν ορίζουμε:

Κέντρο : το κοινό  κέντρο του εγγεγραμμένου και του περιγεγραμμένου
κύ κλου.

Ακτίνα : η ακτίνα του περιγεγραμμένου κύ κλου (από σταση κέντρου από
κορυφή ).

Απόστημα : η ακτίνα του εγγεγραμμένου κύ κλου (από σταση κέντρου από
πλευρά ).

Πλευρά .

Κεντρική γωνία : η γωνία με την οποία «φαίνεται» μια πλευρά  από  το

κέντρο: .

Γωνία του πολυγώ νου : .

ZQL20ZQ
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ΟΡΙΣΜΟΣ — Κανονικό πολύγωνο

Ένα πολύ γωνο λέγεται κανονικό ό ταν έχει όλες τις πλευρές του ίσες και όλες τις γωνίες του ίσες.

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Και οι δύο συνθήκες χρειάζονται

Ένας ρόμβος (που δεν είναι τετρά γωνο) έχει ό λες τις πλευρές ίσες, αλλά  όχι ό λες τις γωνίες. Ένα ορθογώνιο (που δεν
είναι τετρά γωνο) έχει ό λες τις γωνίες ίσες, αλλά  όχι ό λες τις πλευρές. Κανένα από  τα δύ ο δεν είναι κανονικό . (Μό νο για τα
τρίγωνα η μία συνθή κη συνεπά γεται την ά λλη.)

ΘΕΩΡΗΜΑ — Εγγεγραμμένος και περιγεγραμμένος κύκλος

Κά θε κανονικό  πολύ γωνο είναι εγγράψιμο σε κύ κλο και περιγράψιμο σε κύ κλο. Οι δύ ο κύ κλοι είναι ομόκεντροι.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ — Σκιαγράφηση

∎

Οι μεσοκά θετοι δύ ο διαδοχικώ ν πλευρώ ν (π.χ. των  και ) τέμνονται σε ένα σημείο  με . Τα
τρίγωνα  και  είναι ισοσκελή  και ίσα, και επειδή  ό λες οι γωνίες του πολυγώ νου είναι ίσες, οι ,  διχοτομού ν
τις γωνίες , . Συνεχίζοντας, βρίσκουμε ό τι το  ισαπέχει από  όλες τις κορυφές (ά ρα υπά ρχει περιγεγραμμένος κύ κλος)
και ό τι ό λα τα τρίγωνα , , … είναι ίσα, οπό τε τα ύ ψη τους από  το  είναι ίσα: το  ισαπέχει και από  όλες τις
πλευρές (ά ρα υπά ρχει εγγεγραμμένος κύ κλος με το ίδιο κέντρο).

AB BΓ O OA = OB = OΓ
OAB OBΓ OB OΓ

B̂ Γ̂ O
OAB OBΓ O O

ν

O

R

α ​ν

λ ​ν

ω ​ν

ω ​ =ν ​

ν

360∘

φν φ ​ =ν 180 −∘ ω ​ =ν 180 −∘
​

ν

360∘
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Πλήθος πλευρών από τη γωνία

Ένα κανονικό  πολύ γωνο έχει γωνία . Πό σες πλευρές έχει;

ΛΥΣΗ

 και , ά ρα  (κανονικό  εννεά γωνο).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Υπάρχει κανονικό πολύγωνο με γωνία 100°;

Να εξεταστεί αν υπά ρχει κανονικό  πολύ γωνο του οποίου κά θε γωνία είναι .

ΛΥΣΗ

Θα έπρεπε , δηλαδή  , που δεν είναι ακέραιος. Άρα δεν υπά ρχει.

ΘΕΩΡΗΜΑ — Βασικές σχέσεις

Σε κά θε κανονικό  -γωνο:

1. .

2. Περίμετρος: .

3. Εμβαδό ν: .

ν

​ +
4
λ ​ν

2

α ​ =ν
2 R2

P ​ =ν ν ⋅ λ ​ν

E ​ =ν ​P ​ ⋅
2
1

ν α ​ν

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

(1) Το από στημα  προς την πλευρά   είναι ύ ψος του ισοσκελού ς τριγώ νου , ά ρα και διά μεσος: .
Πυθαγό ρειο στο : .

(3) Το πολύ γωνο χωρίζεται σε  ίσα τρίγωνα , καθένα με εμβαδό ν . Άρα 
.

OM AB OAB MA = ​2
λ ​ν

OMA ​ +( 2
λ ​ν )

2
α ​ =ν

2 R2

ν OAB ​λ ​α ​2
1

ν ν E ​ =ν ν ⋅ ​λ ​α ​ =2
1

ν ν ​(νλ ​)α ​ =2
1

ν ν ​P ​α ​2
1

ν ν

ΘΕΩΡΗΜΑ — Ομοιότητα κανονικών πολυγώνων

Δύ ο κανονικά  πολύ γωνα με τον ίδιο αριθμό πλευρών είναι όμοια. Ο λόγος ομοιό τητά ς τους ισού ται με τον λόγο των
ακτίνων τους και με τον λόγο των αποστημά των τους:

​ =
λ ​ν

′

λ ​ν
​ =

R′

R
​.

α ​ν
′

α ​ν

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Πώς σχεδιάζουμε κανονικό ν-γωνο

Αρκεί να χωρίσουμε έναν κύ κλο σε  ίσα τόξα (δηλαδή  να κατασκευά σουμε την κεντρική  γωνία ) και να ενώ σουμε
διαδοχικά  τα σημεία διαίρεσης. Οι χορδές ίσων τό ξων είναι ίσες και οι εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν σε ίσα τό ξα είναι
ίσες, ά ρα το πολύ γωνο είναι κανονικό .

ν ​

ν
360∘

ΣΥΝΟΨΗ — Γωνίες κανονικών πολυγώνων

ν 3 4 5 6 8 10 12

ω ​ν 120∘ 90∘ 72∘ 60∘ 45∘ 36∘ 30∘

φ ​ν 60∘ 90∘ 108∘ 120∘ 135∘ 144∘ 150∘

φ ​ =ν 140∘

ω ​ =ν 180 −∘ 140 =∘ 40∘
​ =

ν
360∘

40∘ ν = 9

100∘

ω ​ =ν 80∘ ν = ​ =80
360 4,5
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Από την ακτίνα και το απόστημα στο πολύγωνο

Ένα κανονικό  πολύ γωνο έχει ακτίνα  και από στημα . Να βρεθού ν η πλευρά  του, το πλή θος των πλευρώ ν
του και το εμβαδό ν του.

ΛΥΣΗ

, ά ρα . Επειδή  , το τρίγωνο  είναι ισό πλευρο, οπό τε  και

: πρό κειται για κανονικό  εξάγωνο. Εμβαδό ν: .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρεθού ν η κεντρική  γωνία και η γωνία κανονικού  δεκαπενταγώ νου.
→ Λύση 11.1–11.2/1

2

●○○

Πό σες πλευρές έχει κανονικό  πολύ γωνο με κεντρική  γωνία ; Πό ση είναι η γωνία του;

→ Λύση 11.1–11.2/2

3

●○○

Κανονικό  πολύ γωνο έχει από στημα  και ακτίνα . Να βρεθεί η πλευρά  του.
→ Λύση 11.1–11.2/3

4

●●○

Να αποδείξετε ό τι το ά θροισμα των γωνιώ ν κανονικού  -γώ νου είναι , χρησιμοποιώ ντας τον τύ πο 
.

→ Λύση 11.1–11.2/4

5

●●○

Δύ ο κανονικά  εξά γωνα έχουν ακτίνες  και . Να βρεθεί ο λόγος των περιμέτρων και ο λόγος των εμβαδώ ν τους.

→ Λύση 11.1–11.2/5

6

●●●

Για ποιες τιμές του  η γωνία  κανονικού  -γώ νου είναι ακέραιος αριθμό ς μοιρώ ν; Πό σα τέτοια κανονικά  πολύ γωνα
υπά ρχουν;

→ Λύση 11.1–11.2/6

R = 10 α ​ =ν 5 ​3

​ =
4
λ ​ν

2

R −2 α ​ =ν
2 100 − 75 = 25 λ ​ =ν 10 λ ​ =ν R OAB ω =ν 60∘

ν = ​ =
60

360
6 E ​ =6 ​P ​α ​ =

2
1

6 6 ​ ⋅
2
1

60 ⋅ 5 ​ =3 150 ​3

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Για δεδομένο , τα , ,  δεν είναι ανεξάρτητα: αν ξέρουμε ένα από  αυτά , τα ά λλα δύ ο καθορίζονται. Γι' αυτό  σε μια
ά σκηση πρό σεχε να μη «δώ σεις» (ή  να μην υποθέσεις) αντιφατικά  δεδομένα.

ν R λ ​ν α ​ν

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Σύγχυση R και απόστημα

✗ «Το εμβαδό ν του κανονικού  -γώ νου είναι .»

✓  Στον τύ πο μπαίνει το απόστημα  (το ύ ψος κά θε τριγώ νου ), όχι η ακτίνα . Το  είναι η πλευρά  του
τριγώ νου, όχι το ύ ψος του.

ν P ​ ⋅2
1

ν R

α ​ν OAB R R OA

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Στο mathgreece.com θα βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο με ασκήσεις στα κανονικά  πολύ γωνα, καθώ ς και εφαρμογές
τους στην αρχιτεκτονική  και στη φύ ση (κηρήθρες, κρύ σταλλοι, νιφάδες).

Μάθημα 11.1–11.2 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

18∘

12 13

ν (ν − 2)180∘ φ ​ =ν

180 −∘
​

ν
360∘

4 6

ν φ ​ν ν
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RR

λ₄λ₄

ΟΟ

Εγγεγραμμένο τετράγωνο

RR

RRΟΟ

Εγγεγραμμένο εξάγωνο: λ₆ = R

R/2R/2

λ₃λ₃

ΟΟ

ΔΔ

Εγγεγραμμένο ισόπλευρο τρίγωνο

Μέτρηση κύκλου

Μ Α Θ Η Μ Α  1 1 . 3

Εγγραφή βασικών κανονικών πολυγώνων σε
κύκλο

Τετράγωνο

Φέρνουμε δύ ο κάθετες διαμέτρους  και . Τα ά κρα τους χωρίζουν τον κύ κλο σε 4 ίσα
τό ξα (  το καθένα), οπό τε το  είναι εγγεγραμμένο τετρά γωνο. Στο ορθογώ νιο
ισοσκελές τρίγωνο :

(Πρά γματι ,  και .)

Κανονικό εξάγωνο

Η κεντρική  γωνία είναι . Το τρίγωνο  είναι ισοσκελές ( ) με γωνία
κορυφή ς , ά ρα ισόπλευρο: η πλευρά  του εξαγώ νου ισού ται με την ακτίνα! Γι' αυτό  το
εξά γωνο σχεδιά ζεται τό σο εύ κολα: με ά νοιγμα διαβή τη ίσο με  «βαδίζουμε» πά νω στον κύ κλο
έξι φορές.

(Το από στημα είναι το ύ ψος του ισοπλεύ ρου τριγώ νου , και το εξά γωνο αποτελείται από  6
τέτοια ισό πλευρα τρίγωνα: .)

Ισόπλευρο τρίγωνο

Αν πά ρουμε μία ανά δύο κορυφές του κανονικού  εξαγώ νου, σχηματίζεται ισό πλευρο τρίγωνο.
Η πλευρά  του  και η διά μετρος  που περνά  από  την απέναντι κορυφή : το τρίγωνο 
είναι ορθογώ νιο (βαίνει σε ημικύ κλιο) με  και , οπό τε 

. Το από στημα είναι  (το κέντρο είναι και βαρύ κεντρο, ά ρα χωρίζει
το ύ ψος  σε  και ).

ZQL21ZQ
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AΓ BΔ
90∘ ABΓΔ

OAB

ΚΛΕΙΔΙ — Τετράγωνο εγγεγραμμένο σε κύκλο ακτίνας R

λ ​ =4 R ​, α ​ =2 4 ​, E ​ =
2

R ​2
4 2R .2

λ ​ =4
2 R +2 R2 α ​ =4 ​2

λ ​4 E ​ =4 λ ​ =4
2 2R2

ω ​ =6 60∘ OAB OA = OB = R

60∘

R

ΚΛΕΙΔΙ — Κανονικό εξάγωνο εγγεγραμμένο σε κύκλο ακτίνας R

λ ​ =6 R, α ​ =6 ​, E ​ =
2

R ​3
6 ​R .

2
3 ​3 2

OAB
E ​ =6 6 ⋅ ​4

R ​

2 3

BΓ AΔ ABΔ
AΔ = 2R BΔ = λ ​ =6 R AB =

​ =4R − R2 2 R ​3 α ​ =3 ​2
R

​2
3R R ​2

R

ΚΛΕΙΔΙ — Ισόπλευρο τρίγωνο εγγεγραμμένο σε κύκλο ακτίνας R

λ ​ =3 R ​, α ​ =3 3 ​, E ​ =
2
R

3 ​R .
4

3 ​3 2

ΣΥΝΟΨΗ — Ο «χρυσός» πίνακας του μαθήματος

Πλευρά Απόστημα Εμβαδόν 

Ισό πλευρο τρίγωνο

Τετράγωνο

Κανονικό  εξάγωνο

λ ​ν α ​ν E ​ν

R ​3 ​2
R

​R4
3 ​3 2

R ​2
​2

R ​2 2R2

R
​2

R ​3
​R2

3 ​3 2
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Ο ίδιος κύκλος, τρία πολύγωνα

Σε κύ κλο ακτίνας  εγγρά φουμε ισό πλευρο τρίγωνο, τετρά γωνο και κανονικό  εξά γωνο. Να βρεθού ν οι πλευρές, τα
αποστή ματα και τα εμβαδά  τους.

ΛΥΣΗ

Πλευρά Απόστημα Εμβαδόν

Τρίγωνο

Τετράγωνο

Εξάγωνο

Παρατή ρησε ό τι το εμβαδό ν αυξάνεται με το  και «πλησιά ζει» το εμβαδό ν του κύ κλου .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Από την πλευρά στην ακτίνα

Ένα τετρά γωνο έχει πλευρά  . Να βρεθεί η ακτίνα του περιγεγραμμένου και του εγγεγραμμένου κύ κλου του.

ΛΥΣΗ

. Η ακτίνα του εγγεγραμμένου είναι το από στημα: .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Λόγοι εμβαδών

Σε κύ κλο ακτίνας  εγγρά φουμε ισό πλευρο τρίγωνο και κανονικό  εξά γωνο. Να αποδειχθεί ό τι το εξά γωνο έχει διπλά σιο
εμβαδό ν από  το τρίγωνο.

ΛΥΣΗ

. Γεωμετρικά : το εξά γωνο αποτελείται από  το τρίγωνο και τρία ακό μη τρίγωνα (π.χ.  με 

κορυφή  του εξαγώ νου), καθένα ίσο με το  του ισοπλεύ ρου.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Εγγεγραμμένο και περιγεγραμμένο εξάγωνο

Να βρεθεί ο λόγος των εμβαδώ ν του κανονικού  εξαγώ νου που είναι εγγεγραμμένο σε κύ κλο ακτίνας  προς το κανονικό
εξά γωνο που είναι περιγεγραμμένο στον ίδιο κύ κλο.

ΛΥΣΗ

Στο περιγεγραμμένο εξά γωνο ο κύ κλος είναι ο εγγεγραμμένος του, ά ρα το από στημά  του είναι . Επειδή  ,
η ακτίνα του είναι . Τα δύ ο εξά γωνα είναι ό μοια με λόγο , ά ρα ο λόγος των εμβαδώ ν είναι .

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Μνημονικός κανόνας

Οι πλευρές είναι , ,  για  — η ρίζα «μικραίνει» ό σο αυξά νεται το . Και πά ντα ισχύ ει 
: αν θυμά σαι την πλευρά , βρίσκεις αμέσως το από στημα.

R ​3 R ​2 R ​1 ν = 3, 4, 6 ν ​ +4
λ ​ν

2

α ​ =ν
2

R2

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Για τον φιλομαθή: από το ν-γωνο στο 2ν-γωνο

Αν γνωρίζουμε την πλευρά  , μπορού με να υπολογίσουμε την πλευρά  του κανονικού  -γώ νου του ίδιου κύ κλου: 
. Για παρά δειγμα, από  το εξά γωνο παίρνουμε το κανονικό  δωδεκά γωνο: 

, ά ρα . Με αυτή  τη μέθοδο ο Αρχιμή δης υπολόγισε το , φτά νοντας μέχρι το 96-γωνο!

λ ​ν 2ν λ ​ =2ν
2

2R(R − α ​)ν λ ​ =12
2 2R R − ​ =( 2

R ​3 ) R (2 −2

​)3 λ ​ =12 R ​2 − ​3 π

R = 6

6 ​3 3 27 ​ ≈3 46,8

6 ​2 3 ​2 72

6 3 ​3 54 ​ ≈3 93,5

ν 36π ≈ 113,1

8

λ ​ =4 R ​ =2 8 ⇒ R = ​ =
​2

8 4 ​2 α ​ =4 ​ =2
λ ​4 4

R

​ =
E ​3

E ​6
​ =

​R4
3 ​3 2

​R2
3 ​3 2

2 ABΓ B

​3
1

R

R α ​ =6 ​2
R ​

′ 3

R =′
​

​3
2R

​ =
R′
R

​2
​3

​4
3
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Σε κύ κλο ακτίνας  να βρεθού ν η πλευρά  και το εμβαδό ν του εγγεγραμμένου κανονικού  εξαγώ νου και του
εγγεγραμμένου τετραγώ νου.

→ Λύση 11.3/1

2

●○○

Ισό πλευρο τρίγωνο έχει πλευρά  . Να βρεθού ν οι ακτίνες του περιγεγραμμένου και του εγγεγραμμένου κύ κλου.
→ Λύση 11.3/2

3

●●○

Κανονικό  εξά γωνο έχει εμβαδό ν . Να βρεθεί η περίμετρος και το από στημά  του.

→ Λύση 11.3/3

4

●●○

Σε κύ κλο ακτίνας  είναι εγγεγραμμένο τετρά γωνο και περιγεγραμμένο τετρά γωνο. Να βρεθεί ο λόγος των εμβαδώ ν
τους.

→ Λύση 11.3/4

5

●●○

Σε κύ κλο ακτίνας  να υπολογίσετε την πλευρά  του εγγεγραμμένου κανονικού  οκταγώ νου.
→ Λύση 11.3/5

6

●●●

Σε κύ κλο  είναι εγγεγραμμένο κανονικό  εξά γωνο . Να βρεθεί το εμβαδό ν του τριγώ νου  και του
τετραπλεύ ρου .

→ Λύση 11.3/6

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Λάθος απόστημα τριγώνου

✗ .

✓ Αυτό  είναι το από στημα του εξαγώνου. Για το ισό πλευρο τρίγωνο . Έλεγχος:  ✓.

α ​ =3 ​2
R ​3

α ​ =3 ​2
R

​ +4
λ ​3

2

α ​ =3
2

​ +4
3R2

​ =4
R

2
R2

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;

Ο πίνακας με τα , ,  «πέφτει» πολύ  συχνά  στις εξετάσεις. Στο mathgreece.com θα βρεις δωρεάν πλήρες
φροντιστήριο με επαναληπτικά  τεστ για να τον κατακτήσεις.

λ ​ν α ​ν E ​ν

Μάθημα 11.3 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

4

9

24 ​3

R

R

(O,R) ABΓΔEZ AΓE
ABΓΔ
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ν = 4, 8, 16

Εγγεγραμμένα κανονικά πολύγωνα «πλησιάζουν» τον κύκλο

μ°μ°

ℓ

ΟΟ

ΑΑ

ΒΒ

Τόξο μ° σε κύκλο ακτίνας R

Μέτρηση κύκλου
Μ Α Θ Η Μ Α  1 1 . 4 – 1 1 . 5

Μήκος κύκλου – Μήκος τόξου

Το μήκος του κύκλου και ο αριθμός π

Αν εγγρά ψουμε σε έναν κύ κλο κανονικά  πολύ γωνα με ό λο και περισσό τερες
πλευρές ( ), οι περίμετροί τους αυξά νονται και πλησιά ζουν
ό σο θέλουμε έναν ορισμένο αριθμό . Αυτό ν τον αριθμό  τον ονομά ζουμε
μήκος του κύκλου . Μά λιστα, επειδή  κανονικά  πολύ γωνα με ίδιο  είναι
ό μοια, ο λόγος  είναι ο ίδιος για ό λους τους κύ κλους. Άρα και ο λόγος 
— μή κος κύ κλου προς διά μετρο — είναι ο ίδιος για όλους τους κύκλους.
Αυτή  η σταθερά  συμβολίζεται με .

Μήκος τόξου

Το μή κος ενό ς τό ξου είναι ανάλογο της αντίστοιχης επίκεντρης γωνίας. Ολό κληρος ο κύ κλος
( ) έχει μή κος , ά ρα ένα τό ξο  έχει μή κος  και ένα τό ξο :

Το ακτίνιο

Επειδή  ό λος ο κύ κλος έχει μή κος , «χωρά ει»  ακτίνια:  rad, δηλαδή   rad. Αν ένα τό ξο είναι  rad, τό τε

Μοίρες

Ακτίνια

ZQL22ZQ
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4, 8, 16, 32, …

L ν

​2R
P ​ν

​2R
L

π

ΘΕΩΡΗΜΑ — Μήκος κύκλου

Το μή κος κύ κλου ακτίνας  είναι

ό που  ο λόγος του μή κους οποιουδή ποτε κύ κλου προς
τη διά μετρό  του.

R

L = 2πR,

π ≈ 3,14159 …

ΛΙΓΗ ΙΣΤΟΡΙΑ

Ο Αρχιμή δης (3ος αι. π.Χ.) εγγρά φοντας και περιγρά φοντας κανονικά  96-γωνα απέδειξε ό τι , δηλαδή  
. Το 1761 ο Lambert απέδειξε ό τι το  είναι άρρητος αριθμό ς και το 1882 ο Lindemann ό τι είναι υπερβατικός

(δεν είναι ρίζα καμίας πολυωνυμική ς εξίσωσης με ακέραιους συντελεστές). Σή μερα έχουν υπολογιστεί τρισεκατομμύ ρια
δεκαδικά  ψηφία του! Στις ασκή σεις χρησιμοποιού με συνή θως , εκτό ς αν ζητείται ακριβές αποτέλεσμα (οπότε
αφή νουμε το ).

3 ​ <71
10 π < 3 ​7

1 3,1408 <
π < 3,1429 π

π ≈ 3,14
π

360∘ 2πR 1∘
​ =360

2πR
​180

πR μ∘

ΘΕΩΡΗΜΑ — Μήκος τόξου (σε μοίρες)

ℓ = ​.
180
πRμ

ΟΡΙΣΜΟΣ — Ακτίνιο (rad)

Ακτίνιο (1 rad) λέγεται το τό ξο (και η αντίστοιχη επίκεντρη γωνία) που έχει μήκος
ίσο με την ακτίνα του κύ κλου.

2πR 2π 360 =∘ 2π 180 =∘ π α

ℓ = α ⋅ R και ​ =
π

α
​.

180
μ

30∘ 45∘ 60∘ 90∘ 120∘ 180∘ 270∘ 360∘

​6
π

​4
π

​3
π

​2
π

​3
2π π ​2

3π 2π
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Ρόδα ποδηλάτου

Μια ρό δα ποδηλά του έχει διά μετρο  cm. Πό σες στροφές κά νει σε διαδρομή   km; ( )

ΛΥΣΗ

Σε μία στροφή  η ρό δα διανύ ει το μή κος της:  cm  m. Στροφές: .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Τόξα σε μοίρες και ακτίνια

Σε κύ κλο ακτίνας  να βρεθεί το μή κος τό ξου (α)  (β)  rad. (γ) Πό σες μοίρες είναι ένα τό ξο μή κους ;

ΛΥΣΗ

(α) . (β) . (γ)  — συνεπές με το (β), αφού   rad .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Περίμετρος «φέτας»

Να βρεθεί η περίμετρος κυκλικού  τομέα με ακτίνα  και γωνία .

ΛΥΣΗ

Η περίμετρος αποτελείται από  δύ ο ακτίνες και το τό ξο: .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Η Γη και ο ισημερινός

Αν μπορού σαμε να «δέσουμε» ένα σχοινί γύ ρω από  τον ισημερινό  της Γης και μετά  το μακραίναμε κατά   μό λις μέτρο,
πό σο θα «σηκωνό ταν» το σχοινί από  το έδαφος (αν παρέμενε κυκλικό  και ομό κεντρο);

ΛΥΣΗ

Αν  η ακτίνα της Γης και  η νέα ακτίνα:  m  cm! Η απά ντηση δεν
εξαρτάται από  το μέγεθος του κύ κλου — το ίδιο θα συνέβαινε και με ένα πορτοκά λι. Πολλοί μαθητές μαντεύ ουν
«σχεδό ν μηδέν» — η Γεωμετρία μά ς διαψεύ δει.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

. Ο τύ πος  είναι πολύ  πιο «καθαρό ς» από  τον  — γι' αυτό  στα ανώ τερα μαθηματικά  οι
γωνίες μετρώ νται σχεδό ν πά ντα σε ακτίνια.
1 rad = ​ ≈

π
180∘

57,3∘ ℓ = αR ℓ = ​180
πRμ

70 1,1 π ≈ ​7
22

L = π ⋅ 70 ≈ ​ ⋅7
22 70 = 220 = 2,2 ​ =2,2

1100 500

9 40∘
​3

2π 6π

ℓ = ​ =180
π⋅9⋅40 2π ℓ = ​ ⋅3

2π 9 = 6π 6π = ​ ⇒180
π⋅9⋅μ μ = 120∘

​3
2π = 120∘

6 150∘

Π = 2 ⋅ 6 + ​ =180
π⋅6⋅150 12 + 5π ≈ 27,7

1

R R + h 2π(R + h) = 2πR + 1 ⇒ h = ​ ≈2π
1 0,16 = 16

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Μοίρες αντί για ακτίνια

Τό ξο  σε κύ κλο ακτίνας . Ο μαθητή ς γρά φει ✗ .

✓ Ο τύ πος  θέλει τη γωνία σε ακτίνια:  rad, οπό τε . (Ή με τον τύ πο των μοιρώ ν: .)

60∘ 3 ℓ = αR = 60 ⋅ 3 = 180

ℓ = αR 60 =∘
​3

π ℓ = ​ ⋅3
π 3 = π ​ =180

π⋅3⋅60 π

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Θέλεις να δεις πώ ς ο Αρχιμήδης «παγίδευσε» τον αριθμό  π ανάμεσα σε δύ ο πολύ γωνα; Στο mathgreece.com θα βρεις
δωρεάν πλήρες φροντιστήριο με διαδραστικές εφαρμογές και επιπλέον ασκήσεις.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρεθεί το μή κος κύ κλου με ακτίνα  και η ακτίνα κύ κλου με μή κος .

→ Λύση 11.4–11.5/1

2

●○○

Να μετατραπού ν σε ακτίνια οι γωνίες , ,  και σε μοίρες οι ,  rad.
→ Λύση 11.4–11.5/2

3

●○○

Σε κύ κλο ακτίνας  να βρεθεί το μή κος τό ξου .

→ Λύση 11.4–11.5/3

4

●●○

Ένα τό ξο έχει μή κος  και η αντίστοιχη επίκεντρη γωνία είναι  rad. Να βρεθεί η ακτίνα του κύ κλου και το μή κος του.
→ Λύση 11.4–11.5/4

5

●●○

Ένα ρολό ι έχει λεπτοδείκτη μή κους  cm. Πό ση από σταση διανύ ει η ά κρη του σε  λεπτά ; Πό ση ο ωροδείκτης μή κους
 cm στο ίδιο διά στημα;

→ Λύση 11.4–11.5/5

6

●●○

Σε κύ κλο ακτίνας  μια χορδή  είναι ίση με . Να βρεθεί το μή κος του μικρό τερου τό ξου που ορίζει.
→ Λύση 11.4–11.5/6

7

●●●

Τέσσερις σωλή νες με διά μετρο  cm δένονται σφιχτά  με ένα λουρί έτσι ώ στε τα κέντρα τους να σχηματίζουν
τετρά γωνο. Να βρεθεί το μή κος του λουριού .

→ Λύση 11.4–11.5/7

Μάθημα 11.4–11.5 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

5 18π

15∘ 135∘ 210∘
​5

π
​6

5π

12 75∘

4π ​3
π

10 20
6

R R

20
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Μέτρηση κύκλου

Μ Α Θ Η Μ Α  1 1 . 6 – 1 1 . 7

Εμβαδόν κύκλου – Κυκλικός τομέας – Κυκλικό
τμήμα

Εμβαδόν κύκλου

≈ πR

R

Ο κύκλος «ξεδιπλώνεται» σε σχεδόν-ορθογώνιο

Όπως με το μή κος, έτσι και με το εμβαδό ν: τα εμβαδά  των εγγεγραμμένων κανονικώ ν πολυγώ νων  πλησιά ζουν
έναν αριθμό , το εμβαδόν του κύκλου. Καθώ ς το  μεγαλώ νει, η περίμετρος  πλησιά ζει το  και το από στημα  πλησιά ζει
την ακτίνα , οπό τε το εμβαδό ν πλησιά ζει το . Το σχή μα δείχνει και μια διαισθητική  εικό να: κό βοντας τον
κύ κλο σε πολλές λεπτές «φέτες» και τοποθετώ ντας τις εναλλά ξ, παίρνουμε σχεδό ν ένα ορθογώ νιο με διαστά σεις  (μισή
περιφέρεια) και .

Κυκλικός τομέας

Το εμβαδό ν του τομέα είναι ανά λογο της γωνίας του: ολό κληρος ο κύ κλος ( ) έχει , ά ρα:

Κυκλικό τμήμα

ZQL23ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11

E ​ =ν ​P ​α ​2
1

ν ν

ν P ​ν 2πR α ​ν

R ​ ⋅2
1 2πR ⋅ R = πR2

πR

R

ΘΕΩΡΗΜΑ — Εμβαδόν κύκλου

E = πR .2

ΟΡΙΣΜΟΣ — Κυκλικός τομέας

Κυκλικός τομέας λέγεται το μέρος του κυκλικού  δίσκου που περικλείεται από  δύ ο ακτίνες και το τό ξο ανά μεσά  τους (η
«φέτα πίτσας»).

360∘ πR2

ΘΕΩΡΗΜΑ — Εμβαδόν κυκλικού τομέα

Τομέας γωνίας  (ή   rad) σε κύ κλο ακτίνας :

ό που  το μή κος του τό ξου του.

μ∘ α R

E ​ =τομ ​ =
360
πR μ2

​αR =
2
1 2

​ℓR,
2
1

ℓ

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Ο τύ πος  μοιά ζει εντυπωσιακά  με τον τύ πο του εμβαδού  τριγώ νου : ο τομέας συμπεριφέρεται σαν
ένα «τρίγωνο» με βά ση το τό ξο και ύ ψος την ακτίνα.

E = ​ℓR2
1

​ ⋅2
1 β ση ⋅ά ψοςύ

ΟΡΙΣΜΟΣ — Κυκλικό τμήμα

Κυκλικό τμήμα λέγεται το μέρος του κυκλικού  δίσκου που περικλείεται από  μια χορδή   και το αντίστοιχο τό ξο.AB
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μμ

ΟΟ

ΑΑ

ΒΒ

Κυκλικό τμήμα = τομέας − τρίγωνο

∎

∎

∎

Για το κυκλικό  τμή μα που αντιστοιχεί σε τό ξο , αφαιρού με από  τον τομέα το
τρίγωνο :

Για  το τρίγωνο προστίθεται (ή , απλού στερα, αφαιρού με από  τον κύ κλο το
«μικρό » κυκλικό  τμή μα).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Κυκλικός δακτύλιος

Δύ ο ομό κεντροι κύ κλοι έχουν ακτίνες  και . Να βρεθεί το εμβαδό ν του δακτυλίου ανά μεσά  τους. Να αποδειχθεί επίσης
ό τι, αν μια χορδή  του μεγά λου κύ κλου εφά πτεται στον μικρό  και έχει μή κος , τό τε το εμβαδό ν του δακτυλίου είναι .

ΛΥΣΗ

.

Γενικά : η ακτίνα του μικρού  κύ κλου προς το σημείο επαφή ς είναι κά θετη στη χορδή  και τη διχοτομεί. Πυθαγό ρειο:
, ά ρα . (Στο παρά δειγμα ,  ✓.) Το εμβαδό ν εξαρτά ται μόνο από  το μή κος

της χορδή ς!

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Τομέας και τμήμα

Σε κύ κλο ακτίνας  να βρεθού ν τα εμβαδά  του τομέα και του κυκλικού  τμή ματος που αντιστοιχού ν σε τό ξο .

ΛΥΣΗ

Τομέας: . Το τρίγωνο  είναι ισό πλευρο πλευρά ς : . Κυκλικό  τμή μα: 
.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Τομέας από το τόξο

Ένας κυκλικό ς τομέας έχει ακτίνα  και μή κος τό ξου . Να βρεθεί το εμβαδό ν του και η γωνία του.

ΛΥΣΗ

. Γωνία:  rad .

μ <∘ 180∘

OAB

E ​ =τμ E ​ −τομ (OAB) = ​ −
360
πR μ2

R ημμ.
2
1 2

μ > 180∘

ΣΥΝΟΨΗ — Τυπολόγιο κύκλου

Μέγεθος Τύπος

Μήκος κύ κλου

Μήκος τό ξου

Εμβαδό ν κύ κλου

Εμβαδό ν τομέα

Εμβαδό ν κυκλικού  τμήματος τομέας  τρίγωνο 

Κυκλικό ς δακτύ λιος

L = 2πR

ℓ = ​ =180
πRμ

αR

E = πR2

​ =360
πR μ2

​αR =2
1 2

​ℓR2
1

− OAB

π(R −2 ρ )2

5 3
2t πt2

E = π(25 − 9) = 16π

t +2 ρ =2 R2 E = π(R −2 ρ ) =2 πt2 t = 4 16π

6 60∘

​ =360
π⋅36⋅60 6π OAB 6 (OAB) = ​ =4

36 ​3 9 ​3 6π −
9 ​ ≈3 18,85 − 15,59 = 3,26

8 6

E = ​ℓR =2
1

​ ⋅2
1 6 ⋅ 8 = 24 α = ​ =

R
ℓ

​ =8
6 0,75 ≈ 43∘
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ΑΑ ΒΒ

ΓΓΔΔ

∎

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Σκιασμένο σχήμα σε τετράγωνο

Τετρά γωνο  έχει πλευρά  . Με κέντρο το  και ακτίνα  γρά φουμε τό ξο  μέσα
στο τετρά γωνο. Να βρεθεί το εμβαδό ν του μέρους του τετραγώ νου που είναι έξω από  τον
τομέα (σκιασμένο).

ΛΥΣΗ

Τετρά γωνο: . Τομέας τεταρτοκυκλίου: . Σκιασμένο: .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Εγγεγραμμένος κύκλος σε τετράγωνο

Σε τετρά γωνο πλευρά ς  είναι εγγεγραμμένος κύ κλος. Τι ποσοστό  του τετραγώ νου καλύ πτει ο κύ κλος;

ΛΥΣΗ

, , . Ποσοστό   — για κάθε τετρά γωνο, ανεξά ρτητα από  το μέγεθος.

ABΓΔ 4 A 4 BΔ

16 ​ =4
π⋅16 4π 16 − 4π ≈ 3,43

10

R = 5 E ​ =κ 25π E ​ =τ 100 ​ =100
25π

​ ≈4
π 78,5%

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Σύγχυση τομέα και τμήματος

✗ «Το εμβαδό ν του κυκλικού  τμή ματος  σε κύ κλο ακτίνας  είναι .»

✓  Το  είναι το εμβαδό ν του τομέα (μαζί με το τρίγωνο). Το τμήμα είναι μό νο το κομμά τι ανά μεσα στη χορδή  και στο
τό ξο: .

60∘ 6 6π

6π
6π − 9 ​3

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Διάμετρος αντί για ακτίνα

Κύ κλος με διά μετρο . ✗ .

✓ , . Πριν χρησιμοποιή σεις οποιονδή ποτε τύ πο, γρά ψε ρητά  « ».

10 E = π ⋅ 10 =2 100π

R = 5 E = 25π R = …

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Πώς λύνουμε ασκήσεις με «σκιασμένα» σχήματα

1. Αναλύ ουμε το σκιασμένο χωρίο σε αθροίσματα και διαφορές γνωστώ ν σχημά των (κύ κλοι, τομείς, τρίγωνα,
τετρά γωνα).

2. Εκμεταλλευό μαστε συμμετρίες: συχνά  το σχή μα αποτελείται από  ίσα κομμά τια.

3. Βρίσκουμε πρώ τα ό λες τις ακτίνες και γωνίες που χρειά ζονται.

4. Αφή νουμε το αποτέλεσμα σε ακριβή  μορφή  (με , ), εκτό ς αν ζητείται προσέγγιση.π ​3

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Οι ασκήσεις με σκιασμένα σχήματα είναι πολύ  αγαπητές στα διαγωνίσματα. Στο mathgreece.com θα βρεις δωρεάν πλήρες
φροντιστήριο με δεκάδες τέτοιες ασκήσεις, λυμένες βήμα-βήμα.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11 · ΜΕΤΡΗΣΗ ΚΥΚΛΟΥ Μάθημα 11.6–11.7 · Εμβαδόν κύκλου – Κυκλικός τομέας – Κυκλικ…

105mathgreece.com · δωρεάν πλήρες φροντιστήριο Γεωμετρία Β΄ Λυκείου · Πλήρες βοήθημα

https://mathgreece.com/
https://mathgreece.com


ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρεθεί το εμβαδό ν κύ κλου με μή κος .

→ Λύση 11.6–11.7/1

2

●○○

Σε κύ κλο ακτίνας  να βρεθεί το εμβαδό ν τομέα .
→ Λύση 11.6–11.7/2

3

●○○

Κύ κλος έχει εμβαδό ν . Να βρεθεί το μή κος του.

→ Λύση 11.6–11.7/3

4

●●○

Σε κύ κλο ακτίνας  να βρεθεί το εμβαδό ν του κυκλικού  τμή ματος που αντιστοιχεί σε τό ξο .
→ Λύση 11.6–11.7/4

5

●●○

Μια πίτσα με διά μετρο  cm κοστίζει  ευρώ  και μια πίτσα με διά μετρο  cm κοστίζει  ευρώ . Ποια συμφέρει
περισσό τερο (τιμή  ανά  );

→ Λύση 11.6–11.7/5

6

●●○

Σε ισό πλευρο τρίγωνο πλευρά ς  είναι εγγεγραμμένος κύ κλος. Να βρεθεί το εμβαδό ν του μέρους του τριγώ νου που είναι
έξω από  τον κύ κλο.

→ Λύση 11.6–11.7/6

7

●●○

Ένας κυκλικό ς τομέας έχει περίμετρο  και ακτίνα . Να βρεθεί το εμβαδό ν του.
→ Λύση 11.6–11.7/7

8

●●●

Να βρεθεί το εμβαδό ν του «φύ λλου» που σχηματίζεται μέσα σε τετρά γωνο πλευρά ς  από  δύ ο τό ξα τεταρτοκυκλίων με
κέντρα δύ ο απέναντι κορυφές και ακτίνα .

→ Λύση 11.6–11.7/8

9

●●●

Σε κύ κλο ακτίνας  εγγρά φουμε ισό πλευρο τρίγωνο. Να βρεθεί το εμβαδό ν καθενό ς από  τα τρία κυκλικά  τμή ματα που
δημιουργού νται.

→ Λύση 11.6–11.7/9

Μάθημα 11.6–11.7 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

14π

10 72∘

36π

4 90∘

30 9 40 15
cm2

6

20 5

α

α

R
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ΟΟ
ΑΑ ΒΒ

ΓΓ

Ο μηνίσκος (κόκκινος) έχει εμβαδόν ίσο με το τρίγωνο ΑΟΓ

Μέτρηση κύκλου
Μ Α Θ Η Μ Α  1 1 . 8

Τετραγωνισμός κύκλου

Ένα πρόβλημα 2.300 ετών

Στο μά θημα 10.6 είδαμε ό τι κάθε πολύγωνο μπορεί να μετασχηματιστεί με κανό να και διαβή τη σε ισοδύ ναμο τετρά γωνο. Το
φυσικό  επό μενο ερώ τημα, που απασχό λησε τους αρχαίους Έλληνες, είναι:

Αλγεβρικά , ζητά με τετρά γωνο πλευρά ς  με , δηλαδή  . Επομένως το πρό βλημα ισοδυναμεί με την
κατασκευή  τμή ματος μή κους  (με μονά δα την ακτίνα) — ή , ισοδύ ναμα, τμή ματος μή κους .

Γιατί είναι αδύνατο

Με κανό να και διαβή τη, ξεκινώ ντας από  ένα μοναδιαίο τμή μα, μπορού με να κατασκευά σουμε τμή ματα που προκύ πτουν από  τις
πρά ξεις  και τετραγωνικές ρίζες (ό πως είδαμε στο Κεφά λαιο 9). Τέτοιοι αριθμοί είναι πά ντα αλγεβρικοί: ρίζες
πολυωνυμικώ ν εξισώ σεων με ακέραιους συντελεστές.

Το 1882 ο Γερμανό ς μαθηματικό ς Ferdinand von Lindemann απέδειξε ό τι το  δεν είναι αλγεβρικό ς αριθμό ς (είναι
υπερβατικός). Άρα ού τε το  είναι κατασκευά σιμο, και

Οι μηνίσκοι του Ιπποκράτη: ένας «τετραγωνισμός» που πετυχαίνει!

Ο Ιπποκράτης ο Χίος (5ος αι. π.Χ.) έδειξε ό τι ορισμένα σχή ματα με καμπύλα
ό ρια μπορού ν να τετραγωνιστού ν. Ο απλού στερος από  τους «μηνίσκους» του
κατασκευά ζεται ως εξή ς:

Σε ημικύ κλιο διαμέτρου  παίρνουμε το μέσο  του τό ξου, οπό τε το
 είναι ορθογώ νιο ισοσκελές τρίγωνο με . Με διά μετρο

την  γρά φουμε ημικύ κλιο προς τα έξω. Ο μηνίσκος είναι το «φεγγά ρι»
ανά μεσα στο μικρό  ημικύ κλιο και στο τό ξο  του μεγά λου κύ κλου.

ZQL24ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11

ΚΛΕΙΔΙ — Το πρόβλημα του τετραγωνισμού του κύκλου

Δίνεται κύ κλος ακτίνας . Να κατασκευαστεί, μόνο με κανόνα και διαβήτη και σε πεπερασμένο αριθμό βημάτων,
τετρά γωνο με εμβαδό ν ίσο με το εμβαδό ν του κύ κλου.

R

x x =2 πR2 x = R ​π

​π π

+, −, ×, ÷

π

​π

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεώρημα (Lindemann, 1882)

Ο τετραγωνισμό ς του κύ κλου με κανό να και διαβή τη είναι αδύνατος.

ΛΙΓΗ ΙΣΤΟΡΙΑ — Τα τρία άλυτα προβλήματα της αρχαιότητας
Ο τετραγωνισμό ς του κύ κλου είναι ένα από  τα τρία διάσημα προβλήματα της αρχαίας ελληνική ς Γεωμετρίας, μαζί με τον
διπλασιασμό του κύβου (το «Δή λιο πρόβλημα»: κατασκευή  κύ βου με διπλά σιο όγκο) και την τριχοτόμηση γωνίας. Και τα
τρία αποδείχθηκαν αδύ νατα με κανόνα και διαβή τη τον 19ο αιώ να. Η αναζή τηση λύ σεων όμως, επί δύ ο χιλιετίες, γέννησε
τερά στιο πλού το Μαθηματικώ ν: κωνικές τομές, καμπύ λες όπως η τετραγωνίζουσα του Ιππία, και τελικά  την αφηρημένη
Άλγεβρα. Η φρά ση «τετραγωνίζω τον κύ κλο» χρησιμοποιείται ακόμη και σή μερα για να δηλώ σει κά τι ακατόρθωτο.

AB = 2R Γ
AΓB AΓ = ΓB = R ​2

AΓ
AΓ

ΘΕΩΡΗΜΑ — Μηνίσκος του Ιπποκράτη

Το εμβαδό ν του μηνίσκου ισού ται με το εμβαδό ν του τριγώ νου 
(δηλαδή  με ).

AOΓ
​2

R
2

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

Μικρό  ημικύ κλιο (διά μετρος , ακτίνα ): εμβαδό ν .

Κυκλικό  τμή μα  του μεγά λου κύ κλου (τό ξο ): τομέας  μείον τρίγωνο  ( ), δηλαδή  .

AΓ = R ​2 ​2
R ​2

​π ​ =2
1

4
2R2

​4
πR

2

AΓ 90∘
​4

πR
2

AOΓ ​2
R

2
​
−4

πR
2

​2
R

2
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ΑΑ ΒΒ

ΓΓ

∎

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Οι μηνίσκοι ορθογωνίου τριγώνου

Σε ορθογώ νιο τρίγωνο  ( ) γρά φουμε τον περιγεγραμμένο κύ κλο
(διά μετρος ) και, προς τα έξω, ημικύ κλια με διαμέτρους τις κά θετες πλευρές

 και . Να αποδειχθεί ό τι το ά θροισμα των εμβαδώ ν των δύ ο μηνίσκων
(κό κκινα) ισού ται με το εμβαδό ν του τριγώ νου.

ΛΥΣΗ

Ημικύ κλια στις κά θετες: , δηλαδή  ό σο το ημικύ κλιο με διά μετρο την υποτείνουσα
(Πυθαγό ρειο!). Οι μηνίσκοι προκύ πτουν αν από  τα δύ ο μικρά  ημικύ κλια αφαιρέσουμε τα δύ ο κυκλικά  τμή ματα του
μεγά λου κύ κλου πά νω από  τις , . Αλλά  το ημικύ κλιο της υποτείνουσας αποτελείται ακριβώ ς από  το τρίγωνο και
αυτά  τα δύ ο κυκλικά  τμή ματα. Επομένως:

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Μια καλή προσέγγιση

Ένας αρχαίος αιγυπτιακό ς κανό νας (πά πυρος Rhind, περ. 1650 π.Χ.) έλεγε: «το εμβαδό ν κύ κλου διαμέτρου  ισού ται με το
εμβαδό ν τετραγώ νου πλευρά ς ». Ποια τιμή  του  αντιστοιχεί σε αυτό ν τον κανό να;

ΛΥΣΗ

. Σφά λμα μό λις  — εντυπωσιακό  για την εποχή , αλλά  όχι ακριβή ς
τετραγωνισμό ς.

∎

Μηνίσκος = μικρό  ημικύ κλιο  κυκλικό  τμή μα .

Το  «εξαφανίστηκε»! Το εμβαδό ν του μηνίσκου είναι ίσο με εμβαδό ν τριγώ νου, ά ρα ο μηνίσκος τετραγωνίζεται με κανό να
και διαβή τη.

− = ​ −4
πR2

​ − ​ =( 4
πR2

2
R2 ) ​ =2

R2
(AOΓ)

π

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Τέτοιες επιτυχίες έδωσαν στους αρχαίους την ελπίδα ό τι και ο κύ κλος θα τετραγωνιζό ταν. Σή μερα ξέρουμε ό τι υπά ρχουν
ακριβώ ς πέντε τύ ποι μηνίσκων που τετραγωνίζονται με κανό να και διαβή τη (τρεις βρή κε ο Ιπποκρά της) — αλλά  ο κύ κλος
όχι.

ABΓ =Â 90∘

BΓ
AB AΓ

​γ +8
π 2

​β =8
π 2

​(β +8
π 2 γ ) =2

​α8
π 2

AB AΓ

μην σκοι =ί ​α −
8
π 2 (τμ ματα) =ή ​α −

8
π 2

​α − (ABΓ) =(
8
π 2 ) (ABΓ).

d

​d9
8 π

π ​ =4
d2

​d ⇒81
64 2 π = ​ ≈81

256 3,1605 0,6%

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Η ιστορία των τριώ ν άλυτων προβλημάτων της αρχαιό τητας είναι συναρπαστική . Στο mathgreece.com θα βρεις
περισσό τερα ιστορικά  σημειώ ματα, καθώ ς και πλήρες δωρεάν φροντιστήριο μαθηματικώ ν για ό λες τις τάξεις.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρεθεί η πλευρά  τετραγώ νου ισοδύ ναμου με κύ κλο ακτίνας  (με τη βοή θεια υπολογιστή , προσεγγιστικά ). Γιατί
αυτό  δεν αποτελεί «τετραγωνισμό » του κύ κλου;

→ Λύση 11.8/1

2

●●○

Στον μηνίσκο του Ιπποκρά τη (με ακτίνα του μεγά λου κύ κλου ) να υπολογίσετε το εμβαδό ν του μηνίσκου και την
πλευρά  του ισοδύ ναμου τετραγώ νου.

→ Λύση 11.8/2

3

●●●

Στο σχή μα του Παραδείγματος 1 (μηνίσκοι ορθογωνίου τριγώ νου), αν  και , να υπολογίσετε το εμβαδό ν
κά θε μηνίσκου ξεχωριστά .

→ Λύση 11.8/3

Μάθημα 11.8 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

3

R = 4

AB = 8 AΓ = 6
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Ευθείες και επίπεδα στο
χώρο

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο

Τα μαθήματα του κεφαλαίου

12.1–
12.3

Το επίπεδο και οι σχετικές θέσεις
ευθειών και επιπέδων

12.4 Ευθείες και επίπεδα παράλληλα –
Θεώρημα του Θαλή στον χώρο

12.5 Γωνία δύο ευθειών – Ευθεία
κάθετη σε επίπεδο

12.6 Απόσταση σημείου από επίπεδο –
Απόσταση παράλληλων επιπέδων

12.7 Δίεδρη γωνία – Κάθετα επίπεδα

12.8 Προβολή σε επίπεδο – Γωνία
ευθείας και επιπέδου

Τι θα κατακτήσεις

Να γνωρίζεις πώς καθορίζεται ένα
επίπεδο.
Να αναγνωρίζεις τις σχετικές θέσεις
ευθειών και επιπέδων (και τις ασύμβατες
ευθείες).
Να εφαρμόζεις το κριτήριο καθετότητας
ευθείας–επιπέδου και το θεώρημα των
τριών καθέτων.
Να υπολογίζεις αποστάσεις, δίεδρες γωνίες
και γωνίες ευθείας–επιπέδου.

Ως τώ ρα ό λα τα σχήματά  μας ζού σαν σε ένα
επίπεδο — στη σελίδα του τετραδίου. Ο κό σμος
ό μως έχει τρεις διαστάσεις. Στο κεφάλαιο αυτό
βγαίνουμε στον χώ ρο: μελετάμε πώ ς ορίζεται ένα
επίπεδο, πώ ς μπορού ν να βρίσκονται μεταξύ  τους
ευθείες και επίπεδα, τι σημαίνει μια ευθεία να
είναι κάθετη σε ένα επίπεδο και πώ ς μετράμε
αποστάσεις και γωνίες στον χώ ρο. Είναι η
απαραίτητη προετοιμασία για τα στερεά  του
Κεφαλαίου 13.

Συμπληρωματικό υλικό, βίντεο και επιπλέον ασκήσεις για το Κεφάλαιο 12: mathgreece.com



Ευθείες και
επίπεδα στο
χώρο

Μ Α Θ Η Μ Α  1 2 . 1 – 1 2 . 3

Το επίπεδο και οι σχετικές θέσεις ευθειών και
επιπέδων

Από το επίπεδο στον χώρο

Στη Στερεομετρία δουλεύ ουμε με σημεία, ευθείες και επίπεδα, που τα δεχό μαστε ως πρωταρχικές έννοιες. Ένα επίπεδο το
φανταζό μαστε ως μια απεριό ριστη, από λυτα επίπεδη επιφά νεια (σαν ένα «ά πειρο» τραπέζι) και το σχεδιά ζουμε ως
παραλληλόγραμμο σε προοπτική . Τα επίπεδα συμβολίζονται με μικρά  ελληνικά  γρά μματα ( , , …) ή  με κεφαλαία ( , , …).

Ορισμένες βασικές ιδιό τητες τις δεχό μαστε χωρίς από δειξη (αξιώ ματα):

Αν δύ ο σημεία μιας ευθείας ανή κουν σε ένα επίπεδο, τό τε ολόκληρη η ευθεία ανή κει στο επίπεδο.

Από  τρία σημεία που δεν είναι συνευθειακά  διέρχεται ένα και μόνο επίπεδο.

Αν δύ ο διαφορετικά  επίπεδα έχουν ένα κοινό  σημείο, τό τε έχουν και μια κοινή ευθεία (την τομή τους), που διέρχεται από
αυτό  το σημείο.

Υπά ρχουν τέσσερα σημεία που δεν ανή κουν στο ίδιο επίπεδο (ο χώ ρος δεν είναι «επίπεδος»).

Πώς καθορίζεται ένα επίπεδο

τρία μη συνευθειακά σημεία ευθεία και σημείο εκτός της δύο τεμνόμενες ευθείες δύο παράλληλες ευθείες

Οι περιπτώ σεις 2–4 ανά γονται στην 1: σε καθεμιά  διαλέγουμε τρία μη συνευθειακά  σημεία (π.χ. δύ ο σημεία της ευθείας και το
σημείο εκτό ς της).

Σχετικές θέσεις δύο ευθειών

τεμνό μενες παρά λληλες
ασύ μβατες

Τεμνόμενες, παράλληλες, ασύμβατες ευθείες

ZQL25ZQ
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Ελέγξτε με τον καθηγητή  σας αν τα Κεφά λαια 12 και 13 περιλαμβά νονται στην εξεταστέα ύ λη της χρονιά ς σας. Είτε
περιλαμβά νονται είτε όχι, αποτελού ν πολύ τιμη προετοιμασία για τη Στερεομετρία και τα Μαθηματικά  των επό μενων
ετώ ν.

p q Π Σ

ΘΕΩΡΗΜΑ — Καθορισμός επιπέδου

Ένα επίπεδο ορίζεται μονοσή μαντα από :

1. τρία σημεία που δεν είναι συνευθειακά ·

2. μια ευθεία και ένα σημείο εκτό ς αυτή ς·

3. δύ ο τεμνό μενες ευθείες·

4. δύ ο παρά λληλες ευθείες.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Γιατί τα τραπέζια με τρία πόδια δεν «κουτσαίνουν»

Οι ά κρες τριώ ν ποδιώ ν ορίζουν πάντα ένα επίπεδο, οπό τε ακουμπού ν ό λες στο πά τωμα. Με τέσσερα πό δια, αν το ένα είναι
λίγο κοντύ τερο, οι τέσσερις ά κρες δεν είναι συνεπίπεδες — και το τραπέζι «κουτσαίνει»!
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ΑΑ ΒΒ

ΓΓΔΔ

Α'Α'
Β'Β'

Γ'Γ'Δ'Δ'

∎

∎

Δύ ο ευθείες του χώ ρου μπορεί να είναι:

τεμνόμενες: έχουν ένα κοινό  σημείο (και τό τε είναι συνεπίπεδες)·
παράλληλες: είναι συνεπίπεδες και δεν έχουν κοινό  σημείο·

ασύμβατες: δεν υπά ρχει επίπεδο που να τις περιέχει και τις δύ ο. (Τό τε φυσικά  δεν τέμνονται, αλλά  ού τε είναι παρά λληλες.)

Σχετικές θέσεις ευθείας και επιπέδου

Μια ευθεία  και ένα επίπεδο  μπορεί:

η  να περιέχεται στο  (ά πειρα κοινά  σημεία)·

η  να τέμνει το  (ένα κοινό  σημείο, το ίχνος της)·

η  να είναι παράλληλη στο  (κανένα κοινό  σημείο).

Σχετικές θέσεις δύο επιπέδων

Δύ ο διαφορετικά  επίπεδα είτε τέμνονται κατά  μια ευθεία, είτε είναι παράλληλα (δεν έχουν κανένα κοινό  σημείο).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Ακμές κύβου

Στον κύ βο  να βρεθεί η σχετική  θέση των ευθειώ ν: (α)  και  (β)
 και  (γ)  και  (δ)  και του επιπέδου .

ΛΥΣΗ

(α) Παράλληλες:  (και είναι συνεπίπεδες, στο επίπεδο ). (β) Τεμνόμενες στο . (γ)
Ασύμβατες: δεν τέμνονται, και αν ή ταν συνεπίπεδες το επίπεδό  τους θα περιείχε τα  — δηλαδή  θα ή ταν το
επίπεδο της βά σης, που ό μως δεν περιέχει το . (δ) Η  είναι παράλληλη στο επίπεδο της πά νω έδρας (δεν έχει
κοινό  σημείο μαζί του).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Πόσα επίπεδα;

Πό σα επίπεδα ορίζουν τέσσερα σημεία, από  τα οποία ανά  τρία δεν είναι συνευθειακά  και τα τέσσερα δεν είναι συνεπίπεδα;

ΛΥΣΗ

Κά θε τριά δα ορίζει ένα επίπεδο, και διαφορετικές τριά δες δίνουν διαφορετικά  επίπεδα (αλλιώ ς τα τέσσερα σημεία θα
ή ταν συνεπίπεδα). Οι τριά δες είναι , ά ρα 4 επίπεδα — οι τέσσερις έδρες ενό ς τετραέδρου.

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Νέο φαινόμενο του χώρου!

Στο επίπεδο, δύ ο ευθείες που δεν τέμνονται είναι παρά λληλες. Στον χώρο αυτό  δεν ισχύ ει: μπορεί να είναι ασύμβατες.
Παρά δειγμα: σε ένα δωμά τιο, μια ακμή  του δαπέδου και μια ακμή  του ταβανιού  που δεν είναι παρά λληλες μεταξύ  τους.

ε p

ε p

ε p

ε p

ABΓΔA B Γ Δ′ ′ ′ ′ AB Γ Δ′ ′

AB BB′ AB ΓΓ′ AB A B Γ Δ′ ′ ′ ′

AB ∥ ΔΓ ∥ Δ Γ′ ′ ABΓ Δ′ ′ B
A, B, Γ

Γ′ AB

​ =(3
4) 4

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — «Δεν τέμνονται, άρα παράλληλες»

✗ «Οι ευθείες ,  του χώ ρου δεν έχουν κοινό  σημείο, ά ρα .»

✓ Για να είναι παρά λληλες πρέπει επιπλέον να είναι συνεπίπεδες. Αλλιώ ς είναι ασύ μβατες.

ε ​1 ε ​2 ε ​ ∥1 ε ​2
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Σε κύ βο  να βρείτε ό λες τις ακμές που είναι ασύ μβατες με την .

→ Λύση 12.1–12.3/1

2

●○○

Να εξηγή σετε γιατί μια πό ρτα που περιστρέφεται γύ ρω από  τους μεντεσέδες της «σαρώ νει» διαφορετικά  επίπεδα που
έχουν ό λα μια κοινή  ευθεία.

→ Λύση 12.1–12.3/2

3

●●○

Τρεις ευθείες ανά  δύ ο τέμνονται, αλλά  δεν διέρχονται ό λες από  το ίδιο σημείο. Να αποδείξετε ό τι είναι συνεπίπεδες.
→ Λύση 12.1–12.3/3

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Η Στερεομετρία θέλει «φαντασία στον χώ ρο». Στο mathgreece.com θα βρεις δωρεάν πλήρες φροντιστήριο με τρισδιάστατα
κινού μενα σχήματα που βοηθού ν πολύ  στην κατανό ηση.

Μάθημα 12.1–12.3 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

ABΓΔA B Γ Δ′ ′ ′ ′ AA′
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ε

δ

p

ε ∥ δ ⊂ p ⟹ ε ∥ p

p₁

p₂

p₃

ΑΑ Α'Α'

ΒΒ Β'Β'

ΓΓ
Γ'Γ'

Παράλληλα επίπεδα ορίζουν ανάλογα τμήματα

∎
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Ευθείες και επίπεδα παράλληλα – Θεώρημα του
Θαλή στον χώρο

Παραλληλία ευθείας και επιπέδου

Το θεώρημα του Θαλή στον χώρο

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Εφαρμογή του Θαλή στον χώρο

Τρία παρά λληλα επίπεδα τέμνουν μια ευθεία στα  με ,  και μια ά λλη ευθεία στα  με 
. Να βρεθού ν τα  και .

ΛΥΣΗ

, ά ρα  και .

ZQL26ZQ
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ΘΕΩΡΗΜΑ — Κριτήριο παραλληλίας ευθείας–επιπέδου

Αν μια ευθεία , που δεν ανή κει σε ένα επίπεδο , είναι παρά λληλη σε μια ευθεία 
του , τό τε η  είναι παρά λληλη στο .

ε p δ

p ε p

ΘΕΩΡΗΜΑ — Ιδιότητες παραλλήλων

Αν μια ευθεία  είναι παρά λληλη σε επίπεδο , τό τε κά θε επίπεδο που περιέχει
την  και τέμνει το , το τέμνει κατά  ευθεία παράλληλη στην .

Δύ ο ευθείες παρά λληλες προς τρίτη είναι παρά λληλες μεταξύ  τους (ισχύ ει και
στον χώ ρο).

Αν δύ ο τεμνό μενες ευθείες ενό ς επιπέδου  είναι παρά λληλες σε ένα επίπεδο ,
τό τε .

Αν δύ ο παράλληλα επίπεδα τέμνονται από  τρίτο επίπεδο, οι τομές είναι
παράλληλες ευθείες.

ε p

ε p ε

q p

q ∥ p

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεώρημα του Θαλή στον χώρο

Αν τρία (ή  περισσό τερα) παράλληλα επίπεδα τέμνουν δύ ο ευθείες  και  στα
σημεία  και  αντίστοιχα, τό τε

δ ​1 δ ​2

A, B, Γ A , B , Γ′ ′ ′

​ =
A B′ ′

AB
​ =

B Γ′ ′

BΓ
​.

A Γ′ ′

AΓ

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Αν οι ,  είναι συνεπίπεδες, το επίπεδό  τους τέμνει τα τρία παρά λληλα επίπεδα
κατά  τρεις παρά λληλες ευθείες και εφαρμό ζουμε τον Θαλή  του επιπέδου. Αλλιώ ς,
φέρνουμε την , που τέμνει το μεσαίο επίπεδο σε ένα σημείο . Το επίπεδο
των  και  τέμνει τα επίπεδα ,  κατά  παρά λληλες ευθείες , ά ρα

. Ομοίως, το επίπεδο των  και  δίνει , ά ρα .
Συνδυά ζοντας, .

δ ​1 δ ​2

AΓ′ M
δ ​1 AΓ′ p ​2 p ​3 BM ∥ ΓΓ′

​ =BΓ
AB

​MΓ′
AM AΓ′ δ ​2 AA ∥′ MB′

​ =MΓ′
AM

​B Γ′ ′
A B′ ′

​ =BΓ
AB

​B Γ′ ′
A B′ ′

A, B, Γ AB = 4 BΓ = 6 A , B , Γ′ ′ ′ A Γ =′ ′

25 A B′ ′ B Γ′ ′

​ =4
A B′ ′

​ =6
B Γ′ ′

​ =10
25 2,5 A B =′ ′ 10 B Γ =′ ′ 15

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 12 · ΕΥΘΕΙΕΣ ΚΑΙ ΕΠΙΠΕΔΑ ΣΤΟ ΧΩΡΟ Μάθημα 12.4 · Ευθείες και επίπεδα παράλληλα – Θεώρημα του Θ…

114mathgreece.com · δωρεάν πλήρες φροντιστήριο Γεωμετρία Β΄ Λυκείου · Πλήρες βοήθημα

https://mathgreece.com


∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Μέσα ακμών τετραέδρου

Σε τετρά εδρο  τα  είναι τα μέσα των ακμώ ν , , , . Να αποδειχθεί ό τι το  είναι
παραλληλόγραμμο και ό τι η  είναι παρά λληλη στο επίπεδό  του.

ΛΥΣΗ

Στο τρίγωνο  η  ενώ νει μέσα πλευρώ ν, ά ρα  και . Στο τρίγωνο  ό μοια  και
. Άρα  (παρά λληλες προς την ίδια ευθεία) και : το  είναι παραλληλόγραμμο (και

συνεπίπεδο, αφού  έχει δύ ο παρά λληλες πλευρές). Η  είναι παρά λληλη στην , που ανή κει στο επίπεδο ,
και η  δεν ανή κει σε αυτό · ά ρα .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Δύ ο παρά λληλα επίπεδα τέμνονται από  τρίτο επίπεδο. Τι σχέση έχουν οι δύ ο τομές;
→ Λύση 12.4/1

2

●●○

Τρία παρά λληλα επίπεδα τέμνουν δύ ο ευθείες. Στη μία ορίζουν τμή ματα  και , και στην ά λλη  και . Να βρεθεί το
.

→ Λύση 12.4/2

3

●●○

Σε τετρά εδρο  με  και , να βρεθεί η περίμετρος του παραλληλογρά μμου  του
Παραδείγματος 2.

→ Λύση 12.4/3

ABΓΔ K, Λ, M, N AB BΓ ΓΔ ΔA KΛMN
AΓ

ABΓ KΛ KΛ ∥ AΓ KΛ = ​2
AΓ AΓΔ NM ∥ AΓ

NM = ​2
AΓ KΛ ∥ NM KΛ = NM KΛMN

AΓ KΛ KΛMN
AΓ AΓ ∥ (KΛMN)

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Θέλεις περισσό τερες ασκήσεις Στερεομετρίας με αναλυτικές λύ σεις και σχήματα; Επισκέψου το mathgreece.com, ό που θα
βρεις πλήρες και δωρεάν φροντιστήριο.

Μάθημα 12.4 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

3 x x + 1 8
x

ABΓΔ AΓ = 10 BΔ = 6 KΛMN
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ε

p

ΟΟ

Κάθετη σε δύο τεμνόμενες ⟹ κάθετη στο επίπεδο

ε

ΟΟ

ΑΑ

ΒΒ

ΑΟ ⊥ p, ΟΒ ⊥ ε ⟹ ΑΒ ⊥ ε

Ευθείες και
επίπεδα στο
χώρο

Μ Α Θ Η Μ Α  1 2 . 5

Γωνία δύο ευθειών – Ευθεία κάθετη σε επίπεδο

Γωνία ασύμβατων ευθειών

Παρά δειγμα: σε έναν κύ βο, οι ακμές  και  είναι ασύ μβατες και ορθογώνιες, αφού   και .

Ευθεία κάθετη σε επίπεδο

Ο ορισμό ς ζητά  καθετό τητα σε άπειρες ευθείες. Το επό μενο θεώ ρημα, ένα από  τα πιο χρή σιμα της Στερεομετρίας, λέει ό τι
αρκού ν δύο:

Το θεώρημα των τριών καθέτων

ZQL27ZQ
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ΟΡΙΣΜΟΣ — Γωνία δύο ευθειών του χώρου

Γωνία δύο ασύμβατων ευθειών ,  λέγεται η γωνία δύ ο τεμνόμενων ευθειώ ν που φέρνουμε από  ένα οποιοδή ποτε
σημείο του χώ ρου, παρά λληλες προς τις  και . (Το μέτρο της δεν εξαρτά ται από  το σημείο.) Αν η γωνία αυτή  είναι ορθή ,
οι ευθείες λέγονται ορθογώνιες.

ε ​1 ε ​2

ε ​1 ε ​2

AB ΓΓ′ ΓΓ ∥′ BB′ AB ⊥ BB′

ΟΡΙΣΜΟΣ — Κάθετη σε επίπεδο

Μια ευθεία  που τέμνει ένα επίπεδο  στο σημείο  λέγεται κάθετη στο επίπεδο ό ταν είναι κά θετη σε κάθε ευθεία του 
που διέρχεται από  το .

ε p O p

O

ΘΕΩΡΗΜΑ — Κριτήριο καθετότητας ευθείας και επιπέδου

Αν μια ευθεία είναι κά θετη σε δύο τεμνόμενες ευθείες ενό ς επιπέδου στο
σημείο τομή ς τους, τό τε είναι κά θετη στο επίπεδο.

ΠΟΡΙΣΜΑ — Συνέπειες

Από  ένα σημείο διέρχεται μία μόνο ευθεία κά θετη σε δοσμένο επίπεδο, και
ένα μόνο επίπεδο κά θετο σε δοσμένη ευθεία.

Δύ ο ευθείες κά θετες στο ίδιο επίπεδο είναι παράλληλες.

Δύ ο επίπεδα κά θετα στην ίδια ευθεία είναι παράλληλα.

Το μεσοκάθετο επίπεδο ενό ς τμή ματος  (κά θετο στο  στο μέσο
του) είναι ο γεωμετρικό ς τό πος των σημείων του χώ ρου που ισαπέχουν
από  τα  και .

AB AB

A B

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεώρημα των τριών καθέτων

Έστω  κά θετη σε επίπεδο  (με ) και  μια ευθεία του  που δεν
διέρχεται από  το . Αν  είναι η κά θετη από  το  προς την  ( ), τό τε και
η  είναι κά θετη στην .

AO p O ∈ p ε p

O OB O ε B ∈ ε

AB ε

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

Η  είναι κά θετη στην  (υπό θεση) και στην  (αφού  η  είναι κά θετη στο 
, ά ρα και σε κά θε ευθεία του — και η παρά λληλη προς την  από  το  είναι ευθεία
του ). Η  είναι λοιπό ν ορθογώ νια με δύ ο τεμνό μενες ευθείες ,  του

ε OB AO AO p

ε O
p ε AO OB
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ΑΑ ΒΒ

ΓΓΔΔ

ΣΣ

∎

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Απόσταση με το θεώρημα των τριών καθέτων

Τετρά γωνο  έχει πλευρά  . Στο  υψώ νουμε κά θετη  στο επίπεδό  του.
Να βρεθεί η από σταση του  από  την ευθεία  και η από σταση του  από  το .

ΛΥΣΗ

Η  είναι κά θετη στο επίπεδο και . Από  το θεώ ρημα των τριώ ν καθέτων , ά ρα η ζητού μενη
από σταση είναι .

Το τρίγωνο  είναι ορθογώ νιο στο : . (Ή: 
 ✓.)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Διαγώνιος κύβου ορθογώνια με διαγώνιο έδρας

Να αποδειχθεί ό τι σε κύ βο  η διαγώ νιος  είναι ορθογώ νια με τη διαγώ νιο  της βά σης.

ΛΥΣΗ

Η  είναι κά θετη στο επίπεδο της βά σης, ά ρα και στη . Επίσης  (διαγώ νιοι τετραγώ νου). Η  είναι
λοιπό ν κά θετη σε δύ ο τεμνό μενες ευθείες (  και ) του επιπέδου , ά ρα κά θετη στο επίπεδο αυτό  και
επομένως ορθογώ νια με την  που ανή κει σε αυτό .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Σε κύ βο  να βρεθεί η γωνία των ασύ μβατων ευθειώ ν  και , καθώ ς και των  και .
→ Λύση 12.5/1

επιπέδου , ά ρα είναι κά θετη σε αυτό  το επίπεδο, και επομένως και στην  πουAOB AB

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Πού χρησιμοποιείται

Το θεώ ρημα των τριώ ν καθέτων είναι το βασικό  εργαλείο για να βρού με την απόσταση ενός σημείου από μια ευθεία
που βρίσκεται σε ένα επίπεδο (π.χ. από  την κορυφή  μιας πυραμίδας ως μια ακμή  της βά σης), καθώ ς και για να
κατασκευά σουμε τις δίεδρες γωνίες του επό μενου μαθή ματος.

ABΓΔ 6 A AΣ = 8
Σ BΓ Σ Γ

ΣA AB ⊥ BΓ ΣB ⊥ BΓ
ΣB = ​ =ΣA + AB2 2

​ =64 + 36 10

ΣBΓ B ΣΓ = ​ =100 + 36 ​ =136 2 ​34 ΣΓ =2 ΣA +2 AΓ =2 64 + 72 =
136

ABΓΔA B Γ Δ′ ′ ′ ′ AΓ′ BΔ

ΓΓ′ BΔ AΓ ⊥ BΔ BΔ
AΓ ΓΓ′ AΓΓ′

AΓ′

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Κάθετη σε μία ευθεία του επιπέδου

✗ «Η  είναι κά θετη σε μια ευθεία του επιπέδου , ά ρα .»

✓  Χρειά ζεται καθετό τητα σε δύο τεμνόμενες ευθείες του επιπέδου. Ένα μολύ βι πλά για πά νω σε ένα τραπέζι μπορεί να
είναι κά θετο σε μια ευθεία του τραπεζιού  χωρίς να «στέκεται ό ρθιο».

ε p ε ⊥ p

Μάθημα 12.5 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

ABΓΔA B Γ Δ′ ′ ′ ′ AB B Γ′ ′ AB′ ΓΔ′
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2

●●○

Σημείο  απέχει  από  επίπεδο  και  είναι η προβολή  του στο . Ευθεία  του  απέχει  από  το . Να βρεθεί η
από σταση του  από  την .

→ Λύση 12.5/2

3

●●○

Ορθογώ νιο τρίγωνο  ( ) έχει , . Στο  υψώ νουμε κά θετη  στο επίπεδό  του. Να
βρεθεί η από σταση του  από  τη .

→ Λύση 12.5/3

Σ 12 p O p ε p 5 O
Σ ε

ABΓ =Â 90∘ AB = 6 AΓ = 8 A AΣ = 4,8
Σ BΓ
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ΑΑ

ΟΟ
ΜΜ

Η κάθετη ΑΟ είναι μικρότερη από κάθε πλάγια ΑΜ

∎

∎

Ευθείες και
επίπεδα στο
χώρο

Μ Α Θ Η Μ Α  1 2 . 6

Απόσταση σημείου από επίπεδο – Απόσταση
παράλληλων επιπέδων

Απόσταση σημείου από επίπεδο

Για κά θε ά λλο σημείο  του , το τρίγωνο  είναι ορθογώ νιο στο , οπό τε
: η απόσταση είναι το μικρότερο από όλα τα τμήματα που ενώνουν

το  με σημεία του επιπέδου. Επιπλέον, πλά για τμή ματα με ίσες προβολές είναι
ίσα, και αντίστροφα.

Απόσταση παράλληλων επιπέδων και ευθείας από παράλληλο επίπεδο

Αν , ό λα τα σημεία του  απέχουν την ίδια από σταση από  το · αυτή  λέγεται απόσταση των παράλληλων επιπέδων.
Ομοίως, αν μια ευθεία  είναι παρά λληλη σε επίπεδο , ό λα τα σημεία της απέχουν το ίδιο από  το · αυτή  είναι η απόσταση της
ευθείας από το επίπεδο.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Ισαπέχοντα σημεία

Από  σημείο  που απέχει  από  επίπεδο  φέρνουμε πλά για τμή ματα μή κους  προς το . Ποιος είναι ο γεωμετρικό ς
τό πος των ά κρων τους στο ;

ΛΥΣΗ

Αν  η προβολή  του  και  ένα ά κρο, . Ο τό πος είναι ο κύ κλος του  με κέντρο  και ακτίνα .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Απόσταση κορυφής κύβου από διαγώνιο επίπεδο

Σε κύ βο ακμή ς  να βρεθεί η από σταση της κορυφή ς  από  το επίπεδο .

ΛΥΣΗ

Η  είναι κά θετη στο επίπεδο  (είναι κά θετη στην  και στην , ό πως στο Παρά δειγμα 2 του μαθή ματος
12.5). Επομένως η από σταση του  από  το επίπεδο είναι το , ό που  το κέντρο της βά σης: .

ZQL28ZQ
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ΟΡΙΣΜΟΣ — Απόσταση σημείου από επίπεδο

Αν  είναι η κά θετη από  ένα σημείο  προς ένα επίπεδο  ( ), το μή κος
 λέγεται απόσταση του  από το . Το  λέγεται (ορθή) προβολή του 

στο .

AO A p O ∈ p

AO A p O A
p

M p AOM O
AM > AO

A

p ∥ q p q

ε p p

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Κοινή κάθετη ασύμβατων ευθειών

Για δύ ο ασύ μβατες ευθείες υπά ρχει μία μό νο ευθεία που τις τέμνει και είναι κά θετη και στις δύ ο: η κοινή κάθετός τους. Το
τμή μα της ανά μεσα στις δύ ο ευθείες είναι η απόσταση των ασύ μβατων ευθειώ ν (η μικρό τερη δυνατή  από σταση σημείων
τους). Σε κύ βο ακμή ς , για παρά δειγμα, οι ασύ μβατες ακμές  και  έχουν κοινή  κά θετο την  και από σταση .α AB ΓΓ′ BΓ α

A 8 p 10 p

p

O A M OM = ​ =100 − 64 6 p O 6

α B AΓΓ A′ ′

BΔ AΓΓ A′ ′ AΓ AA′

B BO O BO = ​ =2
BΔ

​2
α ​2
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Σημείο απέχει  από  επίπεδο. Ένα πλά γιο τμή μα από  αυτό  προς το επίπεδο έχει προβολή  . Να βρεθεί το μή κος του.

→ Λύση 12.6/1

2

●●○

Δύ ο σημεία  βρίσκονται προς το ίδιο μέρος επιπέδου  και απέχουν από  αυτό   και . Αν οι προβολές τους στο 
απέχουν , να βρεθεί το . Πό σο θα ή ταν, αν τα σημεία ή ταν εκατέρωθεν του ;

→ Λύση 12.6/2

3

●●○

Σε κύ βο ακμή ς  να βρεθεί η από σταση της κορυφή ς  από  την ευθεία .

→ Λύση 12.6/3

Μάθημα 12.6 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

15 8

A, B p 3 7 p

3 AB p

4 A B Γ′ ′
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φφ

ακμή

Δίεδρη γωνία και η αντίστοιχη επίπεδη φ

φφ

ΣΣ

ΟΟ

ΜΜ

Ευθείες και
επίπεδα στο
χώρο

Μ Α Θ Η Μ Α  1 2 . 7

Δίεδρη γωνία – Κάθετα επίπεδα

Δίεδρη γωνία και η αντίστοιχη επίπεδη

Ένα ανοιχτό  βιβλίο, μια μισά νοιχτη πό ρτα, η στέγη ενό ς σπιτιού : ό λα σχηματίζουν δίεδρες γωνίες.

Κάθετα επίπεδα

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Δίεδρη σε πυραμίδα

Κανονική  τετραγωνική  πυραμίδα έχει βά ση τετρά γωνο πλευρά ς  και ύ ψος .
Να βρεθεί η δίεδρη γωνία που σχηματίζει μια παρά πλευρη έδρα με τη βά ση (το
συνημίτονό  της).

ΛΥΣΗ

ZQL29ZQ
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ΟΡΙΣΜΟΣ — Δίεδρη γωνία

Το σχή μα που αποτελείται από  δύ ο ημιεπίπεδα με κοινή  αρχική  ευθεία λέγεται
δίεδρη γωνία. Η κοινή  ευθεία λέγεται ακμή και τα ημιεπίπεδα έδρες της.

ΟΡΙΣΜΟΣ — Αντίστοιχη επίπεδη γωνία

Αν από  ένα σημείο  της ακμή ς φέρουμε, μέσα σε κά θε έδρα, την ημιευθεία που
είναι κάθετη στην ακμή, η γωνία που σχηματίζουν οι δύ ο ημιευθείες λέγεται
αντίστοιχη επίπεδη γωνία της δίεδρης. Το μέτρο της δεν εξαρτά ται από  το
σημείο  και θεωρείται μέτρο της δίεδρης.

O

O

ΟΡΙΣΜΟΣ — Κάθετα επίπεδα

Δύ ο επίπεδα που τέμνονται λέγονται κάθετα ό ταν μία (ά ρα και κά θε) δίεδρη γωνία που σχηματίζουν είναι ορθή.

ΘΕΩΡΗΜΑ — Κριτήριο καθετότητας επιπέδων

Αν ένα επίπεδο περιέχει μια ευθεία κά θετη σε ένα ά λλο επίπεδο, τό τε τα δύ ο επίπεδα είναι κά θετα.

ΘΕΩΡΗΜΑ — Ιδιότητες

Αν δύ ο επίπεδα είναι κά θετα, κά θε ευθεία του ενό ς που είναι κά θετη στην τομή  τους είναι κά θετη στο ά λλο επίπεδο.

Αν δύ ο τεμνό μενα επίπεδα είναι κά θετα σε ένα τρίτο, τό τε και η τομή  τους είναι κά θετη στο τρίτο.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Γι' αυτό  οι τοίχοι ενό ς δωματίου είναι κά θετοι στο πά τωμα: περιέχουν τις κατακό ρυφες ακμές, που είναι κά θετες στο
πά τωμα. Και η γωνία δύ ο γειτονικώ ν τοίχων, η κατακό ρυφη ακμή , είναι κά θετη στο πά τωμα επειδή  και οι δύ ο τοίχοι είναι
κά θετοι σε αυτό .

6 ΣO = 4
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∎

Αν  είναι το μέσο της , τό τε  ( ) και, από  το θεώ ρημα των τριώ ν καθέτων, . Άρα η
αντίστοιχη επίπεδη γωνία της δίεδρης είναι η . Στο ορθογώ νιο τρίγωνο :  και

 ( ).

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να εξηγή σετε γιατί τα επίπεδα δύ ο γειτονικώ ν εδρώ ν ενό ς κύ βου είναι κά θετα.

→ Λύση 12.7/1

2

●●○

Σε κύ βο ακμή ς  να βρεθεί η δίεδρη γωνία που σχηματίζει το διαγώ νιο επίπεδο  με τη βά ση  (το
συνημίτονό  της).

→ Λύση 12.7/2

M AB OM ⊥ AB OM = 3 ΣM ⊥ AB
φ = ΣMO ΣOM ΣM = ​ =16 + 9 5

συνφ = ​5
3 φ ≈ 53,1∘

Μάθημα 12.7 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

α A BΔ′ ABΓΔ
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φφ

ΚΚ

ΑΑ

Α'Α'

ε

Γωνία ευθείας και επιπέδου φ

∎

∎

Ευθείες και
επίπεδα στο
χώρο

Μ Α Θ Η Μ Α  1 2 . 8

Προβολή σε επίπεδο – Γωνία ευθείας και
επιπέδου

Προβολή ευθείας σε επίπεδο

Η προβολή ενό ς σχή ματος σε ένα επίπεδο  είναι το σύ νολο των προβολώ ν των σημείων του. Η προβολή  μιας ευθείας  που δεν
είναι κά θετη στο  είναι ευθεία (η τομή  του  με το επίπεδο που περιέχει την  και είναι κά θετο στο )· αν , η προβολή  της
είναι σημείο.

Γωνία ευθείας και επιπέδου

Αν ένα τμή μα  σχηματίζει γωνία  με το επίπεδο και  είναι η προβολή  του , τό τε στο ορθογώ νιο τρίγωνο :

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Διαγώνιος κύβου και βάση

Να βρεθεί η γωνία που σχηματίζει η διαγώ νιος  κύ βου ακμή ς  με το επίπεδο της βά σης.

ΛΥΣΗ

Η προβολή  της  στη βά ση είναι η  (αφού   βά ση). Η γωνία είναι η : , , 
, οπό τε  και  ( ).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Κλίση ράμπας

Μια ρά μπα μή κους  m ανεβαίνει σε ύ ψος  m. Πό ση είναι η γωνία της με το (οριζό ντιο) έδαφος και πό σο είναι το μή κος
της προβολή ς της;

ΛΥΣΗ

, ά ρα . Προβολή :  m.
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p ε

p p ε p ε ⊥ p

ΟΡΙΣΜΟΣ — Γωνία ευθείας και επιπέδου

Αν μια ευθεία  τέμνει ένα επίπεδο  και δεν είναι κά θετη σε αυτό , γωνία της  με το
 λέγεται η (οξεία) γωνία που σχηματίζει η  με την προβολή της στο . Αν , η

γωνία είναι · αν  ή  , η γωνία είναι .

ε p ε

p ε p ε ⊥ p

90∘ ε ∥ p ε ⊂ p 0∘

ΘΕΩΡΗΜΑ — Ιδιότητα ελαχίστου

Η γωνία μιας ευθείας με ένα επίπεδο είναι η μικρότερη από  ό λες τις γωνίες που
σχηματίζει η ευθεία με τις ευθείες του επιπέδου που διέρχονται από  το ίχνος της.

KA φ A′ A KA A′

KA =′ KA ⋅ συνφ, AA =′ KA ⋅ ημφ.

AΓ′ α

AΓ′ AΓ Γ Γ ⊥′ φ = Γ AΓ′ AΓ = α ​2 ΓΓ =′ α AΓ =′

α ​3 εφφ = ​

​2
1 συνφ = ​ =

​3
​2

​3
​6 φ ≈ 35,3∘

5 0,6

ημφ = ​ =5
0,6 0,12 φ ≈ 6,9∘

​ =25 − 0,36 ​ ≈24,64 4,96

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Η Στερεομετρία είναι πολύ  πιο εύ κολη ό ταν βλέπεις τα σχήματα να περιστρέφονται. Στο mathgreece.com θα βρεις πλήρες
και δωρεάν φροντιστήριο με τρισδιάστατα σχήματα και λυμένες ασκήσεις.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Ένα τμή μα μή κους  σχηματίζει γωνία  με ένα επίπεδο. Να βρεθού ν η προβολή  του και η από σταση του ενό ς ά κρου
του από  το επίπεδο, αν το ά λλο ά κρο ανή κει στο επίπεδο.

→ Λύση 12.8/1

2

●●○

Σε ορθογώ νιο παραλληλεπίπεδο με διαστά σεις  (το  είναι το ύ ψος), να βρεθεί η γωνία της διαγωνίου του με τη
βά ση.

→ Λύση 12.8/2

3

●●●

Ένα τμή μα  έχει το ά κρο  πά νω σε επίπεδο  και σχηματίζει με το  γωνία . Η προβολή  του  σχηματίζει
γωνία  με μια ευθεία  του  που διέρχεται από  το . Να βρεθεί η γωνία των  και .

→ Λύση 12.8/3

Μάθημα 12.8 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

10 30∘

3, 4, 12 12

AB A p p 45∘ AB′

45∘ ε p A AB ε
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Στερεά σχήματα

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο

Τα μαθήματα του κεφαλαίου

13.1 Περί πολυέδρων

13.2–
13.4

Πρίσμα – Παραλληλεπίπεδο –
Κύβος – Μέτρηση πρίσματος

13.5–
13.7

Πυραμίδα – Κανονική πυραμίδα –
Τετράεδρο – Μέτρηση

13.8–13.9 Κόλουρη πυραμίδα

13.10–
13.15

Στερεά εκ περιστροφής:
κύλινδρος, κώνος, κόλουρος
κώνος

13.16–13.18 Η σφαίρα

13.19 Κανονικά πολύεδρα

Τι θα κατακτήσεις

Να αναγνωρίζεις τα στοιχεία των
πολυέδρων και να επαληθεύεις τον τύπο
του Euler.
Να υπολογίζεις επιφάνεια και όγκο
πρίσματος, πυραμίδας και κόλουρης
πυραμίδας.
Να υπολογίζεις επιφάνεια και όγκο
κυλίνδρου, κώνου, κόλουρου κώνου και
σφαίρας.
Να γνωρίζεις τα πέντε κανονικά πολύεδρα.

Κουτιά , πυραμίδες, κονσέρβες, χωνάκια
παγωτού , μπάλες: τα στερεά  σχήματα είναι
παντού  γύ ρω μας. Στο τελευταίο κεφάλαιο του
βιβλίου μαθαίνουμε να υπολογίζουμε την
επιφάνεια (πό σο υλικό  χρειάζεται για να
«ντύ σουμε» ένα στερεό ) και τον όγκο τους (πό σο
χωράνε). Θα γνωρίσουμε τα πρίσματα, τις
πυραμίδες, τον κύ λινδρο, τον κώ νο, τη σφαίρα
και, στο τέλος, τα πέντε «τέλεια» στερεά  του
Πλάτωνα.

Συμπληρωματικό υλικό, βίντεο και επιπλέον ασκήσεις για το Κεφάλαιο 13: mathgreece.com



Στερεά σχήματα
Μ Α Θ Η Μ Α  1 3 . 1

Περί πολυέδρων

Τι είναι πολύεδρο

Κύβος Πυραμίδα Τριγωνικό πρίσμα Οκτάεδρο

Ο τύπος του Euler

Αν μετρή σουμε κορυφές ( ), ακμές ( ) και έδρες ( ) σε διά φορα κυρτά  πολύ εδρα, ανακαλύ πτουμε κά τι εντυπωσιακό :

Πολύεδρο

Τετράεδρο 4 6 4 2

Κύ βος 8 12 6 2

Τριγωνικό  πρίσμα 6 9 5 2

Τετραγωνική  πυραμίδα 5 8 5 2

Οκτάεδρο 6 12 8 2

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Ποδοσφαιρική μπάλα

Η κλασική  ποδοσφαιρική  μπά λα (κό λουρο εικοσά εδρο) αποτελείται από  12 πεντά γωνα και 20 εξά γωνα. Πό σες ακμές και
πό σες κορυφές έχει;

ΛΥΣΗ

ZQL31ZQ
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ΟΡΙΣΜΟΣ — Πολύεδρο

Πολύεδρο λέγεται ένα στερεό  που περικλείεται από  πεπερασμένο πλή θος πολυγώνων. Τα πολύ γωνα λέγονται έδρες, οι
πλευρές τους ακμές και οι κορυφές τους κορυφές του πολυέδρου. Ένα πολύ εδρο είναι κυρτό αν βρίσκεται ολό κληρο
προς τη μία μεριά  του επιπέδου κά θε έδρας του.

K A E

K A E K − A + E

ΘΕΩΡΗΜΑ — Τύπος του Euler

Σε κά θε κυρτό  πολύ εδρο με  κορυφές,  ακμές και  έδρες ισχύ ειK A E

K + E = A + 2.

ΛΙΓΗ ΙΣΤΟΡΙΑ

Ο Leonhard Euler (1707–1783), ένας από  τους πιο παραγωγικού ς μαθηματικού ς ό λων των εποχώ ν, δημοσίευσε τον τύ πο το
1758. Ο τύ πος αυτό ς θεωρείται η αφετηρία της Τοπολογίας, του κλά δου που μελετά  τις ιδιό τητες των σχημά των που δεν
αλλά ζουν ό ταν τα «παραμορφώ νουμε» χωρίς να τα σκίσουμε.
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∎

∎

Κά θε ακμή  ανή κει σε δύ ο έδρες, οπό τε . Έδρες . Από  Euler: 
. (Έλεγχος: σε κά θε κορυφή  συναντώ νται 3 έδρες, ά ρα  ✓.)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Ένα πολύεδρο που δεν υπάρχει

Υπά ρχει κυρτό  πολύ εδρο με  ακμές;

ΛΥΣΗ

Κά θε κορυφή  ανή κει σε τουλά χιστον 3 ακμές και κά θε ακμή  έχει 2 κορυφές: . Κά θε έδρα έχει τουλά χιστον 3
ακμές και κά θε ακμή  ανή κει σε 2 έδρες: . Με :  και , οπό τε , ενώ  ο Euler απαιτεί

. Άτοπο — δεν υπάρχει.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Ένα κυρτό  πολύ εδρο έχει  κορυφές και  ακμές. Πό σες έδρες έχει;
→ Λύση 13.1/1

2

●●○

Ένα πρίσμα έχει βά ση -γωνο. Να βρείτε τα  συναρτή σει του  και να επαληθεύ σετε τον τύ πο του Euler.

→ Λύση 13.1/2

A = ​ =2
12⋅5+20⋅6

​ =2
60+120 90 E = 32 K = A + 2 − E =

90 + 2 − 32 = 60 K = ​ =3
180 60

7

2A ≥ 3K
2A ≥ 3E A = 7 K ≤ 4 E ≤ 4 K + E ≤ 8

K + E = 9

Μάθημα 13.1 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

10 15

ν K, A, E ν
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υ

Πλάγιο και ορθό πρίσμα

αα
ββ

γγ
δ

Διαγώνιος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου

Στερεά σχήματα

Μ Α Θ Η Μ Α  1 3 . 2 – 1 3 . 4

Πρίσμα – Παραλληλεπίπεδο – Κύβος – Μέτρηση
πρίσματος

Ορισμός και στοιχεία

Οι ακμές που δεν ανή κουν στις βά σεις λέγονται παράπλευρες ακμές· είναι ό λες ίσες και παρά λληλες.

Ύψος  του πρίσματος είναι η από σταση των επιπέδων των βά σεων.

Ένα πρίσμα λέγεται ορθό αν οι παρά πλευρες ακμές είναι κά θετες στις βά σεις (τό τε οι παρά πλευρες έδρες είναι ορθογώ νια
και κά θε ακμή  ισού ται με το ύ ψος)· αλλιώ ς λέγεται πλάγιο.

Κανονικό πρίσμα: ορθό , με βά ση κανονικό  πολύ γωνο.

Ορθή τομή: η τομή  του πρίσματος με επίπεδο κά θετο στις παρά πλευρες ακμές.

Παραλληλεπίπεδο και κύβος

Παραλληλεπίπεδο: πρίσμα με βά σεις παραλληλόγραμμα (ό λες οι έδρες του είναι παραλληλόγραμμα).

Ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο («κουτί»): ό λες οι έδρες είναι ορθογώ νια. Τα μή κη  τριώ ν ακμώ ν με κοινή  κορυφή
λέγονται διαστάσεις του.

Κύβος: ορθογώ νιο παραλληλεπίπεδο με ίσες διαστά σεις (ό λες οι έδρες τετρά γωνα).

Μέτρηση πρίσματος

ZQL32ZQ
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ΟΡΙΣΜΟΣ — Πρίσμα

Πρίσμα λέγεται ένα πολύ εδρο του οποίου δύ ο έδρες (οι βάσεις) είναι ίσα πολύγωνα
σε παράλληλα επίπεδα, με τις ομό λογες πλευρές τους παρά λληλες, ενώ  οι υπό λοιπες
έδρες (οι παράπλευρες) είναι παραλληλόγραμμα.

υ

α,β, γ

ΘΕΩΡΗΜΑ — Διαγώνιος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου

Οι τέσσερις διαγώ νιοι ενό ς ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου με διαστά σεις 
είναι ίσες, με μή κος

Για κύ βο ακμή ς : .

α,β, γ

δ = ​.α + β + γ2 2 2

α δ = α ​3

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Η διαγώ νιος της βά σης είναι . Η κατακό ρυφη ακμή   είναι κά θετη στη
βά ση, ά ρα και στη διαγώ νιο της βά σης. Πυθαγό ρειο στο ορθογώ νιο τρίγωνο που
σχηματίζεται: .

​α + β2 2 γ

δ =2 (α +2 β ) +2 γ2

ΘΕΩΡΗΜΑ — Επιφάνεια και όγκος πρίσματος

Παράπλευρη επιφάνεια:  (περίμετρος ορθή ς τομή ς × παρά πλευρη ακμή ). Για ορθό πρίσμα: 
.

Ολική επιφάνεια:  (  = εμβαδό ν βά σης).

Όγκος: .

E ​ =π Π ​ ⋅ορθ λ E ​ =π

Π ​ ⋅β σηςά υ

E ​ =ολ E ​ +π 2B B

V = B ⋅ υ
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Τριγωνικό πρίσμα

Ορθό  πρίσμα έχει βά ση ορθογώ νιο τρίγωνο με κά θετες πλευρές  και  και ύ ψος . Να βρεθού ν η παρά πλευρη και η ολική
επιφά νεια και ο όγκος.

ΛΥΣΗ

Υποτείνουσα βά σης , περίμετρος , εμβαδό ν βά σης . , , 
.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Κουτί

Ορθογώ νιο παραλληλεπίπεδο έχει διαστά σεις . Να βρεθού ν η διαγώ νιος, η ολική  επιφά νεια και ο όγκος.

ΛΥΣΗ

, , .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Κύβος από τη διαγώνιο

Ένας κύ βος έχει διαγώ νιο . Να βρεθού ν η ολική  επιφά νεια και ο όγκος του.

ΛΥΣΗ

. , . (Ισό τητα αριθμώ ν, όχι μεγεθώ ν — οι μονά δες διαφέρουν!)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Κανονικό εξαγωνικό πρίσμα

Κανονικό  εξαγωνικό  πρίσμα έχει ακμή  βά σης  και ύ ψος . Να βρεθεί ο όγκος του.

ΛΥΣΗ

 (κανονικό  εξά γωνο με ). .

ΣΥΝΟΨΗ — Ειδικές περιπτώσεις

Στερεό Ολική επιφάνεια Όγκος

Ορθογώ νιο παραλληλεπίπεδο 

Κύ βος ακμή ς 

α × β × γ 2(αβ + βγ + γα) αβγ

α 6α2 α3

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Η αρχή του Cavalieri

Δύ ο στερεά  με το ίδιο ύ ψος, που κά θε επίπεδο παρά λληλο στις βά σεις τα τέμνει σε χωρία ίσων εμβαδών, έχουν ίσους
όγκους. Γι' αυτό  ένα πλά γιο πρίσμα έχει τον ίδιο όγκο με ένα ορθό  πρίσμα με την ίδια βά ση και το ίδιο ύ ψος — σκέψου μια
στοίβα από  κέρματα που τη «γέρνεις».

3 4 10

5 12 B = 6 E ​ =π 12 ⋅ 10 = 120 E ​ =ολ 120 + 12 = 132 V = 6 ⋅
10 = 60

2, 3, 6

δ = ​ =4 + 9 + 36 7 E ​ =ολ 2(6 + 18 + 12) = 72 V = 36

6 ​3

α ​ =3 6 ​ ⇒3 α = 6 E ​ =ολ 216 V = 216

2 5

B = ​ ⋅2
3 ​3 4 = 6 ​3 R = λ ​ =6 2 V = 6 ​ ⋅3 5 = 30 ​3

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Όγκος πλάγιου πρίσματος

✗ «Πλά γιο πρίσμα με βά ση  και παρά πλευρη ακμή   έχει ό γκο .»

✓ Ο όγκος είναι , ό που  το ύψος (από σταση των βά σεων). Στο πλά γιο πρίσμα .

B λ B ⋅ λ

B ⋅ υ υ υ < λ
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Κύ βος έχει ολική  επιφά νεια . Να βρεθού ν ο όγκος και η διαγώ νιό ς του.

→ Λύση 13.2–13.4/1

2

●○○

Ένα ενυδρείο σχή ματος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου έχει διαστά σεις  cm. Πό σα λίτρα νερό  χωρά ει; (
λίτρο )

→ Λύση 13.2–13.4/2

3

●●○

Ορθογώ νιο παραλληλεπίπεδο έχει διαστά σεις ανά λογες των  και διαγώ νιο . Να βρεθεί ο όγκος του.

→ Λύση 13.2–13.4/3

4

●●○

Κανονικό  τριγωνικό  πρίσμα έχει ό λες τις ακμές του ίσες με . Να βρεθού ν η ολική  επιφά νεια και ο όγκος του.
→ Λύση 13.2–13.4/4

5

●●●

Αν διπλασιά σουμε ό λες τις διαστά σεις ενό ς κουτιού , πό σες φορές μεγαλώ νουν η επιφά νεια και ο όγκος του; Γενικεύ στε
για λόγο .

→ Λύση 13.2–13.4/5

Μάθημα 13.2–13.4 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

150

80 × 40 × 50 1
= 1000 cm3

1, 2, 2 12

6

λ
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Κανονική τετραγωνική πυραμίδα

Τρεις ίσες πυραμίδες γεμίζουν τον κύβο

Στερεά σχήματα

Μ Α Θ Η Μ Α  1 3 . 5 – 1 3 . 7

Πυραμίδα – Κανονική πυραμίδα – Τετράεδρο –
Μέτρηση

Ορισμός και στοιχεία

Σε κανονική  πυραμίδα με βά ση ακτίνας  και αποστή ματος , από  τα ορθογώ νια τρίγωνα  και :

Μέτρηση πυραμίδας

Το κανονικό τετράεδρο

Τετρά εδρο είναι μια τριγωνική  πυραμίδα (4 τριγωνικές έδρες). Κανονικό τετράεδρο είναι
εκείνο που έχει ό λες τις ακμές ίσες (ό λες οι έδρες ισό πλευρα τρίγωνα). Για ακμή  :

(Το ύ ψος: η προβολή  της κορυφή ς είναι το κέντρο της βά σης, που απέχει από  τις κορυφές της · ά ρα 
.)

ZQL33ZQ
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ΟΡΙΣΜΟΣ — Πυραμίδα

Πυραμίδα λέγεται ένα πολύ εδρο του οποίου μία έδρα (η βάση) είναι πολύ γωνο και
ό λες οι ά λλες έδρες (οι παράπλευρες) είναι τρίγωνα με κοινή  κορυφή , την κορυφή
της πυραμίδας. Ύψος  είναι η από σταση της κορυφή ς από  το επίπεδο της βά σης.υ

ΟΡΙΣΜΟΣ — Κανονική πυραμίδα

Μια πυραμίδα λέγεται κανονική ό ταν η βά ση της είναι κανονικό πολύγωνο και η
προβολή  της κορυφή ς στη βά ση είναι το κέντρο της βά σης. Τό τε οι παρά πλευρες
ακμές είναι ίσες και οι παρά πλευρες έδρες είναι ίσα ισοσκελή  τρίγωνα. Το ύ ψος 
κά θε παρά πλευρης έδρας (από  την κορυφή ) λέγεται απόστημα της πυραμίδας.

h

R α ​ν ΣOM ΣOA

h =2 υ +2 α ​, (παρ πλευρη ακμ ) =ν
2 ά ή 2 υ +2 R .2

ΘΕΩΡΗΜΑ — Επιφάνεια και όγκος πυραμίδας

Παράπλευρη επιφάνεια κανονικής πυραμίδας: .

Ολική επιφάνεια: .

Όγκος κάθε πυραμίδας: .

E ​ =π ​Π ​ ⋅
2
1

β σηςά h

E ​ =ολ E ​ +π B

V = ​B ⋅
3
1

υ

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Γιατί «ένα τρίτο»;

Ένας κύ βος μπορεί να χωριστεί σε τρεις ίσες πυραμίδες με κοινή  κορυφή  μια κορυφή
του κύ βου και βά σεις τις τρεις έδρες που δεν περιέχουν αυτή  την κορυφή . Κά θε
πυραμίδα έχει βά ση  και ύ ψος , και όγκο . Αποδεικνύ εται ό τι ο τύ πος
ισχύ ει για κά θε πυραμίδα.

α2 α ​ =3
α3

​Bυ3
1

α

ΚΛΕΙΔΙ — Κανονικό τετράεδρο ακμής α

υ = ​, E ​ =
3

α ​6
ολ α ​, V =2 3 ​.

12
α ​

3 2

R = ​3
α ​3 υ =2 α −2

​ =3
α

2

​3
2α2
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Κανονική τετραγωνική πυραμίδα

Κανονική  τετραγωνική  πυραμίδα έχει ακμή  βά σης  και ύ ψος . Να βρεθού ν το από στημα, η παρά πλευρη ακμή , η ολική
επιφά νεια και ο όγκος.

ΛΥΣΗ

Από στημα βά σης , οπό τε . Ακτίνα βά σης , παρά πλευρη ακμή  
. , , .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Κανονικό τετράεδρο

Να βρεθού ν το ύ ψος, η ολική  επιφά νεια και ο όγκος κανονικού  τετραέδρου ακμή ς .

ΛΥΣΗ

, , . (Έλεγχος:  ✓.)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Η Μεγάλη Πυραμίδα

Η πυραμίδα του Χέοπα είχε αρχικά  τετραγωνική  βά ση πλευρά ς περίπου  m και ύ ψος περίπου  m. Να εκτιμηθεί ο
όγκος της.

ΛΥΣΗ

 — περίπου 2,6 εκατομμύ ρια κυβικά  μέτρα πέτρας!

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Πυραμίδα έχει βά ση ορθογώ νιο  και ύ ψος . Να βρεθεί ο όγκος της.
→ Λύση 13.5–13.7/1

2

●●○

Κανονική  τετραγωνική  πυραμίδα έχει παρά πλευρη ακμή   και ακμή  βά σης . Να βρεθού ν το ύ ψος και ο όγκος της.

→ Λύση 13.5–13.7/2

3

●●○

Κανονική  εξαγωνική  πυραμίδα έχει ακμή  βά σης  και ύ ψος . Να βρεθού ν ο όγκος και το από στημά  της.
→ Λύση 13.5–13.7/3

4

●●●

Από  έναν κύ βο ακμή ς  «κό βουμε» τις 8 γωνίες του με επίπεδα που διέρχονται από  τα μέσα των τριώ ν ακμώ ν κά θε
κορυφή ς. Να βρεθεί ο όγκος του στερεού  που απομένει.

→ Λύση 13.5–13.7/4

10 12

α ​ =4 5 h = ​ =144 + 25 13 R = 5 ​2 ​ =144 + 50
​194 E ​ =π ​ ⋅2

1 40 ⋅ 13 = 260 E ​ =ολ 260 + 100 = 360 V = ​ ⋅3
1 100 ⋅ 12 = 400

6

υ = ​ =3
6 ​6 2 ​6 E ​ =ολ 36 ​3 V = ​ =12

216 ​2 18 ​2 ​ ⋅3
1 9 ​ ⋅3 2 ​ =6 6 ​ =18 18 ​2

230 146

V ≈ ​ ⋅3
1 230 ⋅2 146 = ​ ⋅3

1 52 900 ⋅ 146 ≈ 2 574 000 m3

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Ύψος αντί για απόστημα

✗ Στην παρά πλευρη επιφά νεια: .

✓  Στην επιφάνεια μπαίνει το απόστημα  (ύ ψος κά θε τριγωνική ς έδρας), ενώ  στον όγκο μπαίνει το ύψος  της
πυραμίδας. Είναι διαφορετικά : , ά ρα .

E ​ =π Π ⋅2
1 υ

h υ

h =2 υ +2 α ​ν
2 h > υ

Μάθημα 13.5–13.7 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

6 × 8 9

13 10 ​2

4 6

α
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Κόλουρη τετραγωνική πυραμίδα

∎

∎

Στερεά σχήματα
Μ Α Θ Η Μ Α  1 3 . 8 – 1 3 . 9

Κόλουρη πυραμίδα

Ορισμός

Αν τέμνουμε μια πυραμίδα με επίπεδο παράλληλο στη βά ση της, το κομμά τι ανά μεσα στη
βά ση και στην τομή  λέγεται κόλουρη πυραμίδα. Η τομή  είναι πολύ γωνο όμοιο με τη
βά ση. Αν η αρχική  πυραμίδα ή ταν κανονική , η κό λουρη λέγεται κανονική (ή  ισοσκελή ς)
και οι παρά πλευρες έδρες της είναι ίσα ισοσκελή  τραπέζια· το ύ ψος τους λέγεται
απόστημα  της κό λουρης.

Μέτρηση

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Κόλουρη τετραγωνική πυραμίδα

Κανονική  κό λουρη πυραμίδα έχει τετραγωνικές βά σεις με πλευρές  και  και ύ ψος . Να βρεθού ν ο όγκος και η
παρά πλευρη επιφά νειά  της.

ΛΥΣΗ

, , . .

Από στημα: η διαφορά  των αποστημά των των βά σεων είναι , ά ρα . 
.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Έλεγχος με διαφορά πυραμίδων

Να επαληθευτεί ο όγκος του προηγού μενου παραδείγματος ως διαφορά  δύ ο πυραμίδων.

ΛΥΣΗ

Λόγος πλευρώ ν , ά ρα η μικρή  πυραμίδα έχει ύ ψος  της μεγά λης: . Μεγά λη: 
. Μικρή : . Διαφορά   ✓.

ZQL34ZQ
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h

ΘΕΩΡΗΜΑ — Κόλουρη πυραμίδα

Με ,  τα εμβαδά  των βά σεων, ,  τις περιμέτρους τους και  το ύ ψος:

Παράπλευρη επιφάνεια (κανονική): 

Όγκος: 

B B′ Π Π′ υ

E ​ =π ​(Π +
2
1

Π )h′

V = ​ B + B + ​

3
υ ( ′ BB′)

ΑΠΟΔΕΙΞΗ — Ιδέα για τον όγκο

∎

Ο όγκος της κό λουρης είναι η διαφορά  των όγκων δύ ο πυραμίδων: της αρχική ς (βά ση ) και της μικρή ς που «κό πηκε»

(βά ση ). Οι δύ ο πυραμίδες είναι ό μοιες, με λόγο εμβαδώ ν βά σεων , οπό τε ο λόγος των υψώ ν τους είναι .

Με λίγη ά λγεβρα (χρησιμοποιώ ντας ) προκύ πτει ο τύ πος.

B

B′
​ =B

B′
λ2 λ = ​​B

B′

α −3 β =3 (α − β)(α +2 αβ + β )2

6 4 3

B = 36 B =′ 16 ​ =BB′ 24 V = ​(36 +3
3 16 + 24) = 76

3 − 2 = 1 h = ​ =3 + 12 2
​10 E =π ​(24 +2

1

16) ​ =10 20 ​10

​ =6
4

​3
2

​3
2 Υ − 3 = ​Υ ⇒3

2 Υ = 9 ​ ⋅3
1 36 ⋅ 9 =

108 ​ ⋅3
1 16 ⋅ 6 = 32 76

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — «Μέσος όρος των βάσεων»

✗  (σαν να ή ταν πρίσμα με «μέση» βά ση).

✓ Ο σωστό ς τύ πος έχει και τον ό ρο  και διαιρεί με : . Στο παρά δειγμα ο λά θος τύ πος θα έδινε 
αντί για .

V = ​ ⋅2
B+B′

υ

​BB′ 3 ​(B +3
υ B +′

​)BB′ 78
76
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Κό λουρη πυραμίδα έχει βά σεις με εμβαδά   και  και ύ ψος . Να βρεθεί ο όγκος της.

→ Λύση 13.8–13.9/1

2

●●○

Κανονική  πυραμίδα με ύ ψος  τέμνεται με επίπεδο παρά λληλο στη βά ση σε από σταση  από  την κορυφή . Ποιο κλά σμα
του όγκου της είναι η κό λουρη πυραμίδα που προκύ πτει;

→ Λύση 13.8–13.9/2

Μάθημα 13.8–13.9 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

50 8 6

12 4

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 13 · ΣΤΕΡΕΑ ΣΧΗΜΑΤΑ Μάθημα 13.8–13.9 · Κόλουρη πυραμίδα

134mathgreece.com · δωρεάν πλήρες φροντιστήριο Γεωμετρία Β΄ Λυκείου · Πλήρες βοήθημα

https://mathgreece.com


2πR2πR

υυ

Το ανάπτυγμα της παράπλευρης επιφάνειας του κυλίνδρου είναι
ορθογώνιο 2πR × υ

υ λ

Το ανάπτυγμα του κώνου είναι κυκλικός τομέας ακτίνας λ

Στερεά σχήματα

Μ Α Θ Η Μ Α  1 3 . 1 0 – 1 3 . 1 5

Στερεά εκ περιστροφής: κύλινδρος, κώνος,
κόλουρος κώνος

Στερεά που «γεννιούνται» από περιστροφή

Ορθογώνιο → κύλινδρος, ορθογώνιο τρίγωνο → κώνος, ορθογώνιο τραπέζιο → κόλουρος κώνος

Αν περιστρέψουμε ένα επίπεδο σχή μα γύ ρω από  μια ευθεία του επιπέδου του (τον άξονα), παρά γεται ένα στερεό εκ
περιστροφής:

Κύλινδρος: από  περιστροφή  ορθογωνίου γύ ρω από  μια πλευρά  του.

Κώνος: από  περιστροφή  ορθογωνίου τριγώ νου γύ ρω από  μια κά θετη πλευρά  του.

Κόλουρος κώνος: από  περιστροφή  ορθογωνίου τραπεζίου γύ ρω από  την πλευρά  που είναι κά θετη στις βά σεις.

Η πλευρά  που «σαρώ νει» την καμπύ λη επιφά νεια λέγεται γενέτειρα ( ).

Κύλινδρος

Η παρά πλευρη επιφά νεια «ξετυλίγεται» σε ορθογώ νιο με
διαστά σεις  (μή κος του κύ κλου της βά σης) και . Ο όγκος
είναι, ό πως στο πρίσμα, εμβαδό ν βά σης επί ύ ψος.

Κώνος

Η παρά πλευρη επιφά νεια ξετυλίγεται σε κυκλικό τομέα με ακτίνα  και τό ξο
μή κους . Από  τον τύ πο : . Η
γωνία του τομέα είναι .

Κόλουρος κώνος

Παρατή ρησε την αναλογία με την κό λουρη πυραμίδα: οι «βά σεις» είναι  και  και .

ZQL35ZQ
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λ

ΘΕΩΡΗΜΑ — Κύλινδρος ακτίνας R και ύψους υ

E ​ =π 2πRυ, E ​ =ολ 2πR(υ + R), V = πR υ.2

2πR υ

ΘΕΩΡΗΜΑ — Κώνος ακτίνας R, ύψους υ, γενέτειρας λ

λ = ​, E ​ =υ + R2 2
π πRλ, E ​ =ολ πR(λ + R), V = ​πR

3
1 2

λ

2πR E ​ =τομ ​ℓR ​2
1

τομ E ​ =π ​ ⋅2
1 2πR ⋅ λ = πRλ

μ = ​

λ
360 R

∘

ΘΕΩΡΗΜΑ — Κόλουρος κώνος με ακτίνες R, ρ, ύψος υ, γενέτειρα λ

λ = ​, E ​ =υ + (R − ρ)2 2
π π(R + ρ)λ, V = ​ R + ρ + Rρ .

3
πυ

( 2 2 )

πR2 πρ2 =πR ⋅ πρ2 2 πRρ
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Κύλινδρος

Κύ λινδρος έχει ακτίνα βά σης  και ύ ψος . Να βρεθού ν οι επιφά νειες και ο όγκος.

ΛΥΣΗ

, , .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Κώνος και ανάπτυγμα

Κώ νος έχει ακτίνα βά σης  και ύ ψος . Να βρεθού ν η γενέτειρα, οι επιφά νειες, ο όγκος και η γωνία του κυκλικού  τομέα του
αναπτύ γματος.

ΛΥΣΗ

. , , . Γωνία τομέα: 
.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Κόλουρος κώνος

Κό λουρος κώ νος έχει ακτίνες βά σεων  και  και ύ ψος . Να βρεθού ν η γενέτειρα, η παρά πλευρη επιφά νεια και ο όγκος.

ΛΥΣΗ

. . .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Κώνος μέσα σε κύλινδρο

Ένας κώ νος και ένας κύ λινδρος έχουν την ίδια βά ση και το ίδιο ύ ψος. Πό σα «κωνά κια» νερό  χρειά ζονται για να γεμίσει ο
κύ λινδρος;

ΛΥΣΗ

. Χρειά ζονται 3 κωνά κια — ό πως τρεις πυραμίδες γεμίζουν ένα πρίσμα ίδιας βά σης και ύ ψους.

ΣΥΝΟΨΗ — Τυπολόγιο στερεών εκ περιστροφής

Στερεό Παράπλευρη επιφάνεια Όγκος

Κύ λινδρος

Κώ νος

Κό λουρος κώ νος

2πRυ πR υ2

πRλ ​πR υ3
1 2

π(R + ρ)λ ​(R +3
πυ 2 ρ +2 Rρ)

3 8

E ​ =π 2π ⋅ 3 ⋅ 8 = 48π E ​ =ολ 48π + 2 ⋅ 9π = 66π V = 9π ⋅ 8 = 72π

6 8

λ = ​ =64 + 36 10 E ​ =π π ⋅ 6 ⋅ 10 = 60π E ​ =ολ 60π + 36π = 96π V = ​ ⋅3
1 36π ⋅ 8 = 96π ​ =10

360 ⋅6∘

216∘

5 2 4

λ = ​ =16 + 9 5 E ​ =π π(5 + 2) ⋅ 5 = 35π V = ​(25 +3
4π 4 + 10) = ​ =3

4π⋅39 52π

V ​ =κων ​πR υ =3
1 2

​V ​3
1

κυλ

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Γενέτειρα και ύψος

✗ Για κώ νο με , : .

✓ Στον όγκο μπαίνει το ύψος : . Η γενέτειρα χρησιμοποιείται στην επιφάνεια.

R = 3 λ = 5 V = ​π ⋅3
1 9 ⋅ 5 = 15π

υ = ​ =λ − R2 2 4 V = ​π ⋅3
1 9 ⋅ 4 = 12π
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Ένα κουτί αναψυκτικού  (κύ λινδρος) έχει διά μετρο  cm και ύ ψος  cm. Πό σα  χωρά ει; ( )

→ Λύση 13.10–13.15/1

2

●○○

Κώ νος έχει γενέτειρα  και ακτίνα βά σης . Να βρεθού ν το ύ ψος, η παρά πλευρη επιφά νεια και ο όγκος.
→ Λύση 13.10–13.15/2

3

●●○

Ένας κυκλικό ς τομέας ακτίνας  και γωνίας  τυλίγεται και σχηματίζει την παρά πλευρη επιφά νεια κώ νου. Να
βρεθού ν η ακτίνα της βά σης, το ύ ψος και ο όγκος του κώ νου.

→ Λύση 13.10–13.15/3

4

●●○

Ορθογώ νιο τρίγωνο με κά θετες πλευρές  και  περιστρέφεται (α) γύ ρω από  την πλευρά   (β) γύ ρω από  την πλευρά  .
Να συγκριθού ν οι όγκοι των δύ ο κώ νων.

→ Λύση 13.10–13.15/4

5

●●●

Ένα ποτή ρι έχει σχή μα κό λουρου κώ νου με ακτίνες  cm (πά νω) και  cm (κά τω) και ύ ψος  cm. Πό σο νερό  χωρά ει; Αν
γεμίσει μέχρι τη μέση του ύ ψους, τι ποσοστό  του όγκου του περιέχει;

→ Λύση 13.10–13.15/5

Μάθημα 13.10–13.15 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

6,6 11,5 cm3 π ≈ 3,14

13 5

12 120∘

3 4 3 4

4 3 12
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ρ
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Σφαίρα και επίπεδη τομή σε απόσταση δ από το κέντρο

Σφαίρα εγγεγραμμένη σε κύλινδρο

∎

Στερεά σχήματα
Μ Α Θ Η Μ Α  1 3 . 1 6 – 1 3 . 1 8

Η σφαίρα

Ορισμός και θέσεις

Όταν  (το επίπεδο διέρχεται από  το κέντρο), η τομή  είναι μέγιστος κύκλος ακτίνας  (ό πως ο ισημερινό ς της Γης). Η
θέση ευθείας ως προς σφαίρα περιγρά φεται ανά λογα (δεν τέμνει, εφά πτεται ή  τέμνει σε δύ ο σημεία).

Μέτρηση σφαίρας

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Σφαίρα

Να βρεθού ν η επιφά νεια και ο όγκος σφαίρας ακτίνας .

ΛΥΣΗ

, . (Για  οι αριθμοί συμπίπτουν· γενικά
.)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Τομή σφαίρας

Σφαίρα έχει ακτίνα . Ένα επίπεδο απέχει  από  το κέντρο. Να βρεθεί το εμβαδό ν του
κύ κλου της τομή ς.

ΛΥΣΗ

ZQL36ZQ
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ΟΡΙΣΜΟΣ — Σφαίρα

Σφαιρική επιφάνεια κέντρου  και ακτίνας  είναι το σύ νολο των
σημείων του χώ ρου που απέχουν από σταση  από  το . Σφαίρα είναι η
σφαιρική  επιφά νεια μαζί με το εσωτερικό  της. Προκύ πτει από  την
περιστροφή  ενό ς ημικυκλίου γύ ρω από  τη διά μετρό  του.

O R

R O

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θέση επιπέδου ως προς σφαίρα

Έστω  η από σταση του κέντρου  μιας σφαίρας ακτίνας  από  ένα
επίπεδο .

Αν , το επίπεδο δεν έχει κοινά  σημεία με τη σφαίρα.

Αν , το επίπεδο εφάπτεται στη σφαίρα (ένα κοινό  σημείο).
Αν , το επίπεδο τέμνει τη σφαίρα κατά  κύκλο με ακτίνα 

.

δ O R

p

δ > R

δ = R

δ < R ρ =
​R − δ2 2

δ = 0 R

ΘΕΩΡΗΜΑ — Επιφάνεια και όγκος σφαίρας

E = 4πR , V =2
​πR .

3
4 3

ΛΙΓΗ ΙΣΤΟΡΙΑ — Ο Αρχιμήδης και ο τάφος του
Ο Αρχιμή δης απέδειξε ό τι, αν μια σφαίρα είναι εγγεγραμμένη σε κύ λινδρο (ο κύ λινδρος έχει ακτίνα  και ύ ψος ), τό τε ο

όγκος και η επιφάνεια της σφαίρας είναι τα  των αντίστοιχων μεγεθών του κυλίνδρου:  και
. Θεωρού σε αυτή  την ανακά λυψη τόσο σπουδαία, που ζή τησε να χαραχτεί στον τά φο του μια σφαίρα

μέσα σε κύ λινδρο. Ο Κικέρων αναφέρει ό τι βρή κε τον τά φο στις Συρακού σες χά ρη σε αυτό  το σχέδιο!

R 2R

​

3
2

​ =
πR ⋅2R2

​πR3
4 3

​

3
2

​ =2πR⋅2R+2πR2
4πR2

​ =6
4

​3
2

3

E = 4π ⋅ 9 = 36π V = ​π ⋅3
4 27 = 36π R = 3

​ =E
V

​3
R

5 3
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, εμβαδό ν .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Από τον όγκο στην επιφάνεια

Μια σφαίρα έχει ό γκο . Να βρεθεί η επιφά νειά  της.

ΛΥΣΗ

. .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Μπάλες σε κουτί

Τρεις ίσες μπά λες του τένις ακτίνας  χωρά νε ακριβώ ς σε ένα κυλινδρικό  κουτί (ύ ψος , ακτίνα ). Τι ποσοστό  του
κουτιού  καταλαμβά νουν οι μπά λες;

ΛΥΣΗ

Μπά λες: . Κουτί: . Ποσοστό   — ο λόγος του Αρχιμή δη ξανά !

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Σφαίρα έχει επιφά νεια . Να βρεθεί ο όγκος της.
→ Λύση 13.16–13.18/1

2

●○○

Η Γη έχει ακτίνα περίπου  km. Να εκτιμηθεί η επιφά νειά  της.

→ Λύση 13.16–13.18/2

3

●●○

Αν η ακτίνα μιας σφαίρας τριπλασιαστεί, πό σες φορές μεγαλώ νουν η επιφά νεια και ο όγκος της;
→ Λύση 13.16–13.18/3

4

●●○

Ένα μεταλλικό  κύ βο ακμή ς  cm τον λιώ νουμε και φτιά χνουμε σφαίρα. Να βρεθεί η ακτίνα της.

→ Λύση 13.16–13.18/4

5

●●●

Σε κύ βο ακμή ς  είναι εγγεγραμμένη σφαίρα (εφά πτεται σε ό λες τις έδρες) και περιγεγραμμένη σφαίρα (διέρχεται από
ό λες τις κορυφές). Να βρεθεί ο λόγος των όγκων των δύ ο σφαιρώ ν.

→ Λύση 13.16–13.18/5

ρ = ​ =25 − 9 4 16π

288π

​πR =3
4 3 288π ⇒ R =3 216 ⇒ R = 6 E = 4π ⋅ 36 = 144π

R 6R R

3 ⋅ ​πR =3
4 3 4πR3 πR ⋅2 6R = 6πR3

​ =6
4

​ ≈3
2 66,7%

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Επιφάνεια με τον τύπο του κύκλου

✗ «Η επιφά νεια σφαίρας ακτίνας  είναι .»

✓ Το  είναι το εμβαδό ν ενό ς μέγιστου κύκλου. Η επιφά νεια της σφαίρας είναι τετραπλάσια: . (Ένα πορτοκά λι
έχει φλού δα που καλύ πτει τέσσερις «κυκλικού ς» δίσκους ίσους με την τομή  του!)

R πR2

πR2 4πR2

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;

Θέλεις να δεις «οπτικές» αποδείξεις για τους τύ πους της σφαίρας; Στο mathgreece.com θα βρεις πλήρες δωρεάν
φροντιστήριο με κινού μενα σχήματα και πολλές λυμένες ασκήσεις.

Μάθημα 13.16–13.18 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

100π

6370

4

α
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Στερεά σχήματα
Μ Α Θ Η Μ Α  1 3 . 1 9

Κανονικά πολύεδρα

Τα πέντε Πλατωνικά στερεά

Πολύεδρο Έδρες Έδρες ανά κορυφή

Τετράεδρο τρίγωνα 4 6 4 3

Κύ βος τετράγωνα 8 12 6 3

Οκτάεδρο τρίγωνα 6 12 8 4

Δωδεκάεδρο πεντάγωνα 20 30 12 3

Εικοσάεδρο τρίγωνα 12 30 20 5

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Euler στα Πλατωνικά στερεά

Να επαληθευτεί ο τύ πος του Euler για το δωδεκά εδρο και το εικοσά εδρο, υπολογίζοντας τις ακμές από  τις έδρες.

ΛΥΣΗ

Δωδεκάεδρο: 12 πεντά γωνα, , κά θε κορυφή  σε 3 έδρες: .  ✓ .
Εικοσάεδρο: 20 τρίγωνα, , κά θε κορυφή  σε 5 έδρες: .  ✓.

ZQL37ZQ
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ΟΡΙΣΜΟΣ — Κανονικό πολύεδρο

Ένα κυρτό  πολύ εδρο λέγεται κανονικό ό ταν ό λες οι έδρες του είναι ίσα κανονικά πολύγωνα και σε κά θε κορυφή  του
συντρέχει ο ίδιος αριθμός εδρώ ν.

ΘΕΩΡΗΜΑ — Υπάρχουν ακριβώς πέντε κανονικά πολύεδρα

Τα μό να κανονικά  πολύ εδρα είναι: το τετράεδρο, το εξάεδρο (κύ βος), το οκτάεδρο, το δωδεκάεδρο και το εικοσάεδρο.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Σε κά θε κορυφή  συντρέχουν τουλά χιστον 3 έδρες, και το ά θροισμα των γωνιώ ν τους πρέπει να είναι μικρότερο από 
(αλλιώ ς οι έδρες θα ή ταν επίπεδες γύ ρω από  την κορυφή , χωρίς να «κλείνει» στερεό ).

Ισόπλευρα τρίγωνα ( ): 3, 4 ή  5 σε κά θε κορυφή  ( ) → τετρά εδρο, οκτά εδρο, εικοσά εδρο. (Με 6:
, αδύ νατο.)

Τετράγωνα ( ): μό νο 3 ( ) → κύ βος.

Κανονικά πεντάγωνα ( ): μό νο 3 ( ) → δωδεκά εδρο.
Εξάγωνα ( ) και πά νω: 3 έδρες δίνουν ή δη τουλά χιστον  — αδύ νατο.

Άρα υπά ρχουν το πολύ  πέντε περιπτώ σεις, και αποδεικνύ εται ό τι και οι πέντε υλοποιού νται.

360∘

60∘ 180 , 240 , 300∘ ∘ ∘

360∘

90∘ 270∘

108∘ 324∘

120∘ 360∘

K A E

ΛΙΓΗ ΙΣΤΟΡΙΑ

Ο Πλά των, στον διά λογο «Τίμαιος», συνέδεσε τα τέσσερα πρώ τα στερεά  με τα τέσσερα στοιχεία της φύ σης (φωτιά –
τετρά εδρο, γη–κύ βος, αέρας–οκτά εδρο, νερό–εικοσά εδρο) και το δωδεκά εδρο με το σύ μπαν. Γι' αυτό  λέγονται Πλατωνικά
στερεά. Το XIII βιβλίο των «Στοιχείων» του Ευκλείδη, το τελευταίο, είναι αφιερωμένο στην κατασκευή  τους και στην
απόδειξη ό τι είναι μό νο πέντε — ένα επιβλητικό  φινά λε για το πιο επιδραστικό  μαθηματικό  βιβλίο ό λων των εποχώ ν.

A = ​ =2
12⋅5 30 K = ​ =3

60 20 K + E = 32 = A + 2
A = ​ =2

60 30 K = ​ =5
60 12 K + E = 32 = A + 2
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να υπολογίσετε την ολική  επιφά νεια κανονικού  οκταέδρου ακμή ς .

→ Λύση 13.19/1

2

●●○

Το κανονικό  οκτά εδρο ακμή ς  αποτελείται από  δύ ο κανονικές τετραγωνικές πυραμίδες με κοινή  βά ση. Να βρεθεί ο
όγκος του.

→ Λύση 13.19/2

3

●●●

Να εξηγή σετε γιατί δεν υπά ρχει κανονικό  πολύ εδρο με εξαγωνικές έδρες, ενώ  η κηρή θρα αποτελείται από  κανονικά
εξά γωνα.

→ Λύση 13.19/3

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Δυϊκά πολύεδρα

Αν ενώ σουμε τα κέντρα των εδρώ ν ενό ς κύ βου, παίρνουμε ένα οκτά εδρο· αν ενώ σουμε τα κέντρα των εδρώ ν ενό ς
οκταέδρου, παίρνουμε κύ βο. Λέμε ό τι ο κύ βος και το οκτά εδρο είναι δυϊκά. Όμοια το δωδεκά εδρο με το εικοσά εδρο, ενώ
το τετρά εδρο είναι δυϊκό  του εαυτού  του. Παρατή ρησε στον πίνακα ό τι στα δυϊκά  ζεύ γη οι αριθμοί  και 
«ανταλλά σσονται»!

K E

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Τα Πλατωνικά  στερεά  είναι από  τα ομορφό τερα αντικείμενα των Μαθηματικώ ν. Στο mathgreece.com θα βρεις
αναπτύ γματα για να τα κατασκευάσεις με χαρτό νι, καθώ ς και πλήρες δωρεάν φροντιστήριο για ό λη την ύ λη. Καλή  συνέχεια
στη Γεωμετρία!

Μάθημα 13.19 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

α

α
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Τυπολόγιο – Όλη η ύλη με μια ματιά

Στις σελίδες αυτές συγκεντρώ νονται ό λοι οι βασικοί τύ ποι και τα θεωρή ματα του βιβλίου, οργανωμένα ανά  κεφά λαιο. Είναι
ιδανικό  για γρή γορη επανά ληψη πριν από  ένα διαγώ νισμα — αλλά  θυμή σου: ένας τύ πος χωρίς κατανό ηση ξεχνιέται εύ κολα. Αν
κά τι δεν σου είναι ξεκά θαρο, γύ ρνα στο αντίστοιχο μά θημα.

Κεφάλαιο 7 · Αναλογίες

Θέμα Τύπος / πρόταση

Λόγος τμημάτων

Ιδιό τητες αναλογιώ ν

Ίσοι λόγοι

Μέση ανάλογος

Εσωτερική  διαίρεση

Εξωτερική  διαίρεση ( )

Αρμονική  τετράδα , 

Θαλή ς

Παράλληλη σε πλευρά , και 

Εσωτερική  διχοτό μος , , 

Εξωτερική  διχοτό μος , 

Έγκεντρο

Απολλώ νιος κύ κλος : κύ κλος διαμέτρου 

Κεφάλαιο 8 · Ομοιότητα

Θέμα Τύπος / πρόταση

Όμοια πολύ γωνα πλευρές ανάλογες και γωνίες ίσες

Λόγος περιμέτρων

1ο κριτήριο δύ ο γωνίες ίσες

2ο κριτήριο δύ ο πλευρές ανάλογες και περιεχό μενη γωνία ίση

3ο κριτήριο τρεις πλευρές ανάλογες

Ομό λογα ύ ψη, διάμεσοι, διχοτό μοι, , λόγος 

Εγγεγραμμένο τετράγωνο σε τρίγωνο

ZQF2ZQ

​ =
AB
ΓΔ

λ ⟺ ΓΔ = λ ⋅ AB

​
=

β

α
​

⟺
δ

γ
αδ = βγ ⟺ ​ =

β

α + β
​

δ

γ + δ

​
=

β ​1

α ​1 ⋯ = ​
=

β ​ν

α ​ν
λ ⇒ ​ =

β ​ + ⋯ + β ​1 ν

α ​ + ⋯ + α ​1 ν
λ

x = ​αβ

​ =
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MA

λ ⇒ MA = ​AB
λ + 1
λ

λ > 1 NB = ​

λ − 1
AB

​ =
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MA

​

NB
NA

​ =
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2

​ +
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1
​
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1

ε ​ ∥1 ε ​ ∥2 ε ​ ⇒3 ​ =
A B′ ′
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​

B Γ′ ′

BΓ

ΔE ∥ BΓ ⟺ ​ =
ΔB
AΔ

​

EΓ
AE

​ =
AB
AΔ

​ =
AΓ
AE

​

BΓ
ΔE

​ =
ΔΓ
ΔB

​

β

γ
BΔ = ​

β + γ

αγ
ΔΓ = ​

β + γ

αβ

​ =
EΓ
EB

​

β

γ
EB = ​

∣β − γ∣
αγ

​ =
IΔ
AI

​

α

β + γ

​ =
MB
MA

λ = 1 ΓΔ

= λ

R ρ = λ

x = ​

α + υ

αυ
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Κεφάλαιο 9 · Μετρικές σχέσεις

Θέμα Τύπος / πρόταση

Πυθαγό ρειο  (και αντίστροφα)

Ορθογώ νιο τρίγωνο , , , 

Τετράγωνο / ισό πλευρο , 

Οξεία 

Αμβλεία 

Νό μος συνημιτό νων

Είδος τριγώ νου (  μέγιστη)  οξυγώ νιο / αμβλυγώ νιο

Ύψος

1ο θεώ ρημα διαμέσων , 

2ο θεώ ρημα διαμέσων

Παραλληλόγραμμο

Τό πος κύ κλος 

Τό πος ευθεία  με 

Τέμνουσες

Εφαπτό μενο τμήμα

Δύ ναμη σημείου

Χρυσή  τομή , 

α =2 β +2 γ2

γ =2 α ⋅ BΔ υ =2 BΔ ⋅ ΔΓ βγ = αυ ​ =
υ2

1
​ +

β2

1
​

γ2

1

δ = α ​2 υ = ​

2
α ​3

Â α =2 β +2 γ −2 2β ⋅ AΔ

Â α =2 β +2 γ +2 2β ⋅ AΔ

α =2 β +2 γ −2 2βγ συνA

α α ≶2 β +2 γ ⟺2

υ ​ =α ​ ​

α

2
τ(τ − α)(τ − β)(τ − γ)

β +2 γ =2 2μ ​ +α
2

​

2
α2

μ ​ =α
2

​

4
2β + 2γ − α2 2 2

β −2 γ =2 2α ⋅ MΔ

δ ​ +1
2 δ ​ =2

2 2(α +2 β )2

MA +2 MB =2 k2 (O, ​)​ − ​

2
k2

4
AB2

MA −2 MB =2 k2 ⊥ AB OH = ​

2AB
k2

PA ⋅ PB = PΓ ⋅ PΔ

PE =2 PA ⋅ PB

Δ ​ =P OP −2 R2

x =2 α(α − x) φ = ​

2
1 + ​5
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Κεφάλαιο 10 · Εμβαδά

Σχήμα / θέμα Τύπος

Τετράγωνο, ορθογώ νιο , 

Παραλληλόγραμμο

Τρίγωνο

Τραπέζιο

Ρό μβος / κάθετες διαγώ νιοι

Ισό πλευρο τρίγωνο

Ήρωνας

Με γωνία

Με , με , με , , 

Κοινό  ύ ψος λόγος εμβαδώ ν = λόγος βάσεων

Όμοια σχήματα

Ίση/παραπληρωματική  γωνία

Κεφάλαιο 11 · Μέτρηση κύκλου

Θέμα Τύπος

Κανονικό  -γωνο , , , 

Ισό πλευρο τρίγωνο , , 

Τετράγωνο , , 

Κανονικό  εξάγωνο , , 

Μήκος κύ κλου / τό ξου , 

Μοίρες – ακτίνια

Εμβαδό ν κύ κλου / τομέα , 

Κυκλικό  τμήμα τομέας  τρίγωνο 

α2 αβ

β ⋅ υ = αβ ημφ

​αυ ​

2
1

α

​υ
2

B + β

​

2
δ ​δ ​1 2

​

4
α ​

2 3

​τ(τ − α)(τ − β)(τ − γ)

​βγ ημA
2
1

ρ R ρ ​α τρ ​

4R
αβγ

(τ − α)ρ ​α

​ =
E
E′

λ2

​ =
E′

E
​

β γ′ ′

βγ

ν ω ​ =ν ​

ν

360∘

φ ​ =ν 180 −∘ ω ​ν ​ +
4
λ ​ν

2

α ​ =ν
2 R2 E ​ =ν ​

P
​α ​

2
1

ν ν

λ ​ =3 R ​3 α ​ =3 ​

2
R

E ​ =3 ​R
4

3 ​3 2

λ ​ =4 R ​2 α ​ =4 ​

2
R ​2

E ​ =4 2R2

λ ​ =6 R α ​ =6 ​

2
R ​3

E ​ =6 ​R
2

3 ​3 2

L = 2πR ℓ = ​ =
180
πRμ

αR

​ =
π

α
​

180
μ

πR2
​ =

360
πR μ2

​ℓR
2
1

− OAB
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Κεφάλαια 12–13 · Στερεομετρία

Στερεό Επιφάνεια Όγκος

Ορθογώ νιο παραλληλεπίπεδο , 

Κύ βος , 

Πρίσμα  (ορθό )

Κανονική  πυραμίδα

Κανονικό  τετράεδρο

Κό λουρη πυραμίδα

Κύ λινδρος

Κώ νος

Κό λουρος κώ νος

Σφαίρα

2(αβ + βγ + γα) δ = ​α + β + γ2 2 2 αβγ

6α2 δ = α ​3 α3

E ​ =π Π ⋅ υ B ⋅ υ

E ​ =π ​Πh
2
1

​Bυ
3
1

α ​

2 3
​

12
α ​

3 2

​(Π +
2
1

Π )h′
​(B +

3
υ

B +′
​)BB′

E ​ =π 2πRυ πR υ2

E ​ =π πRλ ​πR υ
3
1 2

E ​ =π π(R + ρ)λ ​(R +
3
πυ 2 ρ +2 Rρ)

4πR2
​πR

3
4 3

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Τύπος του Euler

Σε κά θε κυρτό  πολύ εδρο: . Κανονικά  πολύ εδρα υπά ρχουν μό νο πέντε.K + E = A + 2

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Θέλεις αυτό  το τυπολόγιο σε μορφή  κάρτας για να το έχεις πάντα μαζί σου, μαζί με επαναληπτικά  διαγωνίσματα για ό λη την
ύ λη; Θα τα βρεις στο mathgreece.com — πλήρες και ολοκληρωμένο δωρεάν φροντιστήριο.
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Λύσεις των ασκήσεων
Εδώ θα βρεις αναλυτικές λύσεις για όλες τις άλυτες ασκήσεις του
βοηθήματος, οργανωμένες ανά κεφάλαιο και μάθημα. Συμβουλή:
προσπάθησε πρώτα μόνος σου τουλάχιστον 15 λεπτά — η λύση
διαβάζεται πολύ πιο ουσιαστικά όταν έχεις ήδη παλέψει με την άσκηση.

Για ακόμη περισσότερες λυμένες ασκήσεις και θέματα εξετάσεων:
mathgreece.com

ZQNZQ

Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α



Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  7  ·  Α ν α λ ο γ ί ε ς

Λύσεις · Μάθημα 7.1–7.3 — Λόγος ευθύγραμμων τμημάτων

1 (α) . (β) .

2  cm. Ο λό γος του πρώ του προς το δεύ τερο είναι

 και του δεύ τερου προς το πρώ το .

3 , άρα , , 

.

4 Θέτουμε , . Τό τε  και

. Αν , τό τε ,  και .

5 Θέτουμε  (πολλαπλάσιο του 2 και του 3). Τό τε 
 και . Το  είναι μέσο και του ,

άρα . Επίσης . Επομένως

 και .

6 Χωρίζουμε το  σε 4 ίσα μέρη (ημιευθεία , τέσσερα
ίσα τμή ματα, παράλληλες προς την ). Αν  είναι ένα

από  αυτά , προεκτείνουμε το  προς το  κατά  τμή μα 

 (με τον διαβή τη). Τό τε .

7 Θέτουμε , . Η περίμετρος είναι 
, άρα , οπό τε  και .

8 Ο  συμμετέχει και στους δύ ο λό γους, οπό τε τον παίρνουμε
ως πολλαπλάσιο του 2 και του 4: . Τό τε  και

. Επομένως  και 

, άρα .

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  7  ·  Α ν α λ ο γ ί ε ς

Λύσεις · Μάθημα 7.4–7.5 — Ανάλογα τμήματα – Αναλογίες

1 (α) , . (β) ,  (θετικό ). (γ) 
, άρα .

2 Τέταρτη ανάλογος: . Μέση

ανάλογος: .

3 , άρα , , .

4 Θέτουμε , οπό τε , . Τό τε 

 και . Άρα οι δύ ο λό γοι

είναι ίσοι.

5 Με , :  και 

.

6 Αν  με : , , , άρα

, , .

7 Από  τη γενίκευση της ιδιό τητας ίσων λό γων: 

. Άρα , , . (Ή

με «κ»: , , , .)

8 Είναι . Η ανισό τητα  ισοδυναμεί με

, δηλαδή  με , που ισχύ ει.
Ισό τητα έχουμε μό νο ό ταν , δηλαδή  .

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  7  ·  Α ν α λ ο γ ί ε ς

Λύσεις · Μάθημα 7.6 — Διαίρεση τμήματος εσωτερικά και εξωτερικά σε δοσμένο λόγο

1 Εσωτερικά : , . Εξωτερικά , 

, οπό τε το  είναι πέρα από  το  και :

, .

2 . Επειδή  ο λό γος είναι διάφορος του 1, υπάρχει

(μοναδικό ) εξωτερικό  σημείο , πέρα από  το , με

, δηλαδή  .

3 , οπό τε πρέπει  με : 

, άρα .

4  και .

Επίσης . Για : ,

.

5 , . Εξωτερικά  ( ): 

, . Τό τε . Έλεγχος:

. ✓

ZQS0ZQ
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λ
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​
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7
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​ =
3 − 1

8
4 NA = 12 MN = MB + BN = 6

​ +
6
1

​ =
12
1

​ =
12
3

​ =
4
1

​

8
2

ΛΥΣΕΙΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ · ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 Μάθημα 7.1–7.3 · Λόγος ευθύγραμμων τμημάτων

147mathgreece.com · δωρεάν πλήρες φροντιστήριο Γεωμετρία Β΄ Λυκείου · Πλήρες βοήθημα

https://mathgreece.com


6 Θέτουμε , άρα . Είναι ,

οπό τε  (το  είναι μεταξύ   και

, αφού  ). Επίσης , άρα 

. Πολλαπλασιά ζοντας: .

7 Έστω  (η άλλη περίπτωση είναι συμμετρική ). Τό τε
, το  είναι μεταξύ   και  και 

.

Για  βρίσκουμε ό μοια . Συνολικά

.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  7  ·  Α ν α λ ο γ ί ε ς

Λύσεις · Μάθημα 7.7 — Θεώρημα του Θαλή

1 .

2 . Επίσης 

, άρα .

3  και . Ισοδύ ναμα 

, άρα .

4 Κατασκευή  ό πως στη θεωρία: γωνία κορυφή ς , ,
 στη μία πλευρά ,  στην άλλη, παράλληλη από  το

 προς την  που τέμνει τη δεύ τερη πλευρά  στο · τό τε

. Υπολογισμό ς: .

5 Οι ευθείες , ,  είναι παράλληλες και τέμνουν τις ,

. Από  τον Θαλή  , δηλαδή  , άρα 

 και .

6 Είναι . Στο , : , άρα

. Επίσης : , άρα . Το

 είναι παραλληλό γραμμο, οπό τε η περίμετρος είναι
.

7 Φέρνουμε  (  στην ). Στο τρίγωνο , το 
είναι μέσο της  και , άρα το  είναι μέσο του :

. Στο τρίγωνο  η , άρα 

, δηλαδή  . Άρα το  είναι μέσο
της . (Το  είναι, φυσικά , το βαρύ κεντρο!)

8 Από  : . Από   στο τρίγωνο

: . Το  έχει  και ,

άρα είναι παραλληλό γραμμο και .

9 Από  το Παράδειγμα 5 του μαθή ματος, 

, άρα , και επειδή  , . (Το 

είναι ο λεγό μενος αρμονικό ς μέσος των βάσεων: 

.)

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  7  ·  Α ν α λ ο γ ί ε ς

Λύσεις · Μάθημα 7.8 — Θεωρήματα των διχοτόμων τριγώνου

1 , .

2 . , . Το  είναι

πέρα από  το , οπό τε .

(Τύ πος:  ✓.)

3  και . Από  το αντίστροφο του

θεωρή ματος, η  είναι διχοτό μος.

4 , άρα ,  και , . Έτσι

, ,  και η περίμετρος είναι .

5 . .

6 .

7 Από  το Πυθαγό ρειο . Η  είναι διχοτό μος της ,

οπό τε . Άρα  και

.

8 Από  το θεώ ρημα της εσωτερική ς διχοτό μου: ,

 (διχοτό μος από  το : ), 

(διχοτό μος από  το : ). Το γινό μενο είναι 

.

9 Στο τρίγωνο , η  είναι διχοτό μος της γωνίας 
(που ταυτίζεται με την ). Από  το θεώ ρημα της εσωτερική ς

διχοτό μου: .
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  7  ·  Α ν α λ ο γ ί ε ς

Λύσεις · Μάθημα 7.9 — Απολλώνιος κύκλος

1 , . . ,

ακτίνα .

2 Είναι η μεσοκάθετος του . Αντιστοιχεί στον λό γο , για
τον οποίο δεν υπάρχει σημείο εξωτερική ς διαίρεσης , άρα
δεν σχηματίζεται κύ κλος διαμέτρου .

3  και . Το  είναι μεταξύ   και , άρα

, και 

. (Έλεγχος με , :  ✓.)

4 Η  κινείται στον Απολλώ νιο κύ κλο των  με λό γο .

Από  την προηγού μενη άσκηση . Το κέντρο

είναι στην ευθεία , οπό τε το μέγιστο ύ ψος είναι  και

.

5 , , άρα , . Το κέντρο

 (μέσο του ) απέχει από  το :  και
από  το : . Πράγματι 

. (Πρό κειται για τη σχέση του Νεύ τωνα του
μαθή ματος 7.6, εφαρμοσμένη στην αρμονική  τετράδα

.)

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  8  ·  Ο μ ο ι ό τ η τ α

Λύσεις · Μάθημα 8.1 — Όμοια ευθύγραμμα σχήματα

1  cm  m και  cm  m. Το
δωμάτιο είναι  m.

2 , άρα .

3 : ναι, ό μοια με λό γο . : ό χι.

4 Περίμετρος πρώ του , λό γος . Διαστάσεις: 

.

5 Το ορθογώ νιο που μένει έχει διαστάσεις  και . Η

ομοιό τητα (μεγάλη πλευρά  προς μικρή ) δίνει .

Θέτοντας : , δηλαδή  , με

θετική  ρίζα . Είναι ο περίφημος χρυσός

λόγος !

6 Ο λό γος του  ως προς το  είναι , οπό τε η

περίμετρό ς του είναι .

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  8  ·  Ο μ ο ι ό τ η τ α

Λύσεις · Μάθημα 8.2 — Κριτήρια ομοιότητας τριγώνων

1 Όμοια ορθογώ νια τρίγωνα (ίδια γωνία των ακτίνων με το

έδαφος): , άρα  m.

2 (α) Τρίτες γωνίες  και : τα τρίγωνα έχουν γωνίες

 και τα δύ ο, άρα όμοια. (β) , , 

: όχι. (γ)  και ίση περιεχό μενη γωνία: όμοια (2ο

κριτή ριο).

3 Ύψος μεγάλου . Περίμετρος μικρού  

.

4 Είναι  και . Άρα 

και, με κοινή  τη γωνία , τα τρίγωνα  και  είναι
ό μοια (2ο κριτή ριο) με αντιστοιχία , , .
Επομένως .

5 Τα τρίγωνα  και  έχουν 
(κατακορυφή ν) και 

(εγγεγραμμένες στο ίδιο τό ξο ). Άρα είναι ό μοια: 

, δηλαδή  . Εφαρμογή : ,

.

6 Έστω  η πλευρά  κάθετη στη βάση και  η παράλληλη. Το
μικρό  τρίγωνο πάνω από  το ορθογώ νιο είναι ό μοιο με το

αρχικό : . Άρα , , και

διαστάσεις .

7 Από  το Παράδειγμα 3: , .
, . Όμοια 

, .

8 Από  : τα τρίγωνα  και  είναι ό μοια (εντό ς

εναλλά ξ γωνίες, κατακορυφή ν), οπό τε . Από  

: τα τρίγωνα  και  είναι ό μοια, οπό τε 

. Επομένως , δηλαδή  .
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9 Τα ορθογώ νια τρίγωνα  και  (ορθές στα , ) έχουν

κοινή  την , άρα είναι ό μοια: , δηλαδή  .

Τα τρίγωνα  και  έχουν λοιπό ν  και κοινή

την περιεχό μενη γωνία , οπό τε (2ο κριτή ριο) 

με αντιστοιχία , . Συνεπώ ς .

10 Λό γος ομοιό τητας . Η περίμετρος γίνεται 

φορές μεγαλύ τερη. Η μεγάλη πλευρά  γίνεται  cm
 cm, άρα δεν χωράει.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  9  ·  Μ ε τ ρ ι κ έ ς  σ χ έ σ ε ι ς

Λύσεις · Μάθημα 9.1 — Ορθές προβολές

1 Σχηματίζεται ορθογώ νιο ισοσκελές τρίγωνο με υποτείνουσα 
και ίσες κάθετες πλευρές : , . Η προβολή
είναι .

2 Η  είναι κάθετη στην , άρα η προβολή  της είναι το
σημείο . Η προβολή  της  στην  είναι η  (το 
προβάλλεται στο , το  στον εαυτό  του).

3 Οι γωνίες της βάσης είναι . Το ύ ψος από  την κορυφή  είναι
κάθετη πλευρά  απέναντι από   στο ορθογώ νιο τρίγωνο με
υποτείνουσα , άρα ισού ται με . Η προβολή  του σκέλους στη
βάση είναι  και η βάση .

4 Αν  και  είναι ίσα και παράλληλα (ομό ρροπα), οι κάθετες
προς την  από  τα  και από  τα  είναι παράλληλες. Τα
ορθογώ νια τρίγωνα που σχηματίζονται (με υποτείνουσες 
και  και κάθετη πλευρά  παράλληλη στην ) έχουν ίσες
υποτείνουσες και ίσες οξείες γωνίες (παράλληλες πλευρές),
άρα είναι ίσα και οι κάθετες πλευρές τους — που είναι ίσες με
τις προβολές — είναι ίσες.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  9  ·  Μ ε τ ρ ι κ έ ς  σ χ έ σ ε ι ς

Λύσεις · Μάθημα 9.2 — Το Πυθαγόρειο θεώρημα

1 , .

2 Άλλη κάθετη: . Προβολές: 

και .

3  και .

4
.

5 , , 
. Έλεγχος:  ✓.

6 Η μεγαλύ τερη πλευρά  είναι η : 

, άρα  (η  απορρίπτεται). Πλευρές .

7 Η κάθετη από  το κέντρο διχοτομεί τη χορδή . Μισή  χορδή  
, άρα χορδή  .

8 , , . Από  : , άρα
. Πλευρές: , , .

9 Από  το Θεώ ρημα Ι:  και .

Διαιρώ ντας κατά  μέλη: .

10 Η διάκεντρος είναι . Οι ακτίνες προς τα σημεία
επαφή ς είναι κάθετες στην εφαπτομένη, άρα παράλληλες.
Φέρνοντας από  το κέντρο του μικρού  παράλληλη προς την
εφαπτομένη σχηματίζεται ορθογώ νιο τρίγωνο με
υποτείνουσα  και κάθετη πλευρά  . Η άλλη κάθετη,
ίση με το ζητού μενο τμή μα, είναι . (Γενικά :

.)

11 Η διάμεσος προς την υποτείνουσα είναι το μισό  της, άρα 
. Τό τε ,

οπό τε οι προβολές είναι  και .
Επομένως  και .

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  9  ·  Μ ε τ ρ ι κ έ ς  σ χ έ σ ε ι ς

Λύσεις · Μάθημα 9.3 — Γεωμετρικές κατασκευές

1 : υποτείνουσα ορθογωνίου ισοσκελού ς με κάθετες . 
: επειδή  , υποτείνουσα ορθογωνίου
τριγώ νου με κάθετες  και .

2 Ημικύ κλιο διαμέτρου  με σημείο  που τη χωρίζει σε  και 
· η κάθετη στο  μέχρι το ημικύ κλιο είναι η μέση ανάλογος,
μή κους .

3 (α) Μέση ανάλογος των  και : ημικύ κλιο διαμέτρου , κάθετη
στο σημείο που χωρίζει τη διάμετρο σε  και . (β) 
: ημικύ κλιο διαμέτρου , χορδή   από  το ένα άκρο· η χορδή
από  το άλλο άκρο είναι . (Και άλλοι τρό ποι, π.χ.

.)
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4 Ημικύ κλιο διαμέτρου , παράλληλη στη διάμετρο σε
από σταση  ( , και  οπό τε υπάρχει τομή ). Η
προβολή  του σημείου τομή ς χωρίζει τη διάμετρο στα .
Αλγεβρικά : ,  ή  .

5 . Κατασκευά ζουμε το

 (π.χ. ως διπλάσιο του ύ ψους ισοπλεύ ρου πλευράς ,
αφού  ) και το  (μέσο του ). Μετά , σε
ημικύ κλιο διαμέτρου  φέρνουμε χορδή   από  το ένα
άκρο· η χορδή  από  το άλλο άκρο προς το ίδιο σημείο είναι το 
.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  9  ·  Μ ε τ ρ ι κ έ ς  σ χ έ σ ε ι ς

Λύσεις · Μάθημα 9.4 — Γενίκευση του Πυθαγόρειου θεωρήματος

1 (α) : οξυγώ νιο. (β) :
αμβλυγώ νιο. (γ) : ορθογώ νιο.

2 , άρα .

3 , , , . 

.

4 Η μεγαλύ τερη πλευρά  είναι η : , άρα το
τρίγωνο είναι οξυγώ νιο. Για την  (οξεία), απέναντι πλευρά  :

 με  την προβολή  της  στην :

, . Η προβολή  της 

στη  είναι . (Έλεγχος από  

: ,  ✓.)

5 Χρειά ζεται  (το  είναι η μεγαλύ τερη), τριγωνική
ανισό τητα , και αμβλεία απέναντι από  το : 

, δηλαδή  . Άρα .

6 Από  τον νό μο των συνημιτό νων ,

άρα ,  και .

7 Η διαγώ νιος απέναντι από  τη γωνία : 
, . Η άλλη, απέναντι από  την : 

, .

8 Η εξωτερική  γωνία στο  είναι . Η προβολή  της 
στην ευθεία  είναι κάθετη πλευρά  ορθογωνίου ισοσκελού ς
τριγώ νου με υποτείνουσα , άρα . Από  το Θεώ ρημα
ΙΙ: , .

9 Γράφουμε τον νό μο των συνημιτό νων για τις τρεις πλευρές:
, ,
. Προσθέτοντας κατά  μέλη, το δεξί

μέλος γίνεται , που είναι το ζητού μενο.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  9  ·  Μ ε τ ρ ι κ έ ς  σ χ έ σ ε ι ς

Λύσεις · Μάθημα 9.5 — Θεωρήματα διαμέσων

1 , .

2 .

3 , . Οι διαγώ νιοι είναι
ίσες, άρα είναι ορθογώνιο (άλλωστε ).

4 , . 

, . , .

Άθροισμα:  ✓.

5 .

6  κ.λπ. Άρα 

.

7 Στο τρίγωνο  η  είναι διάμεσος: 

. Στο τρίγωνο : 

. Προσθέτοντας: άθροισμα πλευρώ ν

. Στο τρίγωνο  η  είναι διάμεσος: 

. Αντικαθιστώ ντας: άθροισμα 

. (Για παραλληλό γραμμο  και
ξαναβρίσκουμε τον νό μο του παραλληλογράμμου.)

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  9  ·  Μ ε τ ρ ι κ έ ς  σ χ έ σ ε ι ς

Λύσεις · Μάθημα 9.6 — Βασικοί γεωμετρικοί τόποι

1 . Κύ κλος κέντρου  (μέσο του

) και ακτίνας .

2 Πρέπει , δηλαδή  , που δεν ισχύ ει. Ο τό πος
είναι το κενό  σύ νολο (το ελάχιστο του αθροίσματος είναι

, στο μέσο ).

10
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3 : ο τό πος είναι η κάθετη στην  στο  με

, . Τα σημεία του τό που σε από σταση  από  την
 είναι δύ ο, συμμετρικά  ως προς την , πάνω στην κάθετη

σε από σταση  από  το . (Έλεγχος: 
 ✓.)

4 Από  το 1ο θεώ ρημα διαμέσων 

, με ισό τητα μό νο ό ταν , δηλαδή  

(το μέσο του ).

5 Έστω  το κέντρο. Το  είναι μέσο των  και  (μή κους
). Από  το 1ο θεώ ρημα διαμέσων: 

 και . Άρα το άθροισμα

ισού ται με , δηλαδή  . Ο τό πος

είναι ο κύ κλος κέντρου  με ακτίνα : ο περιγεγραμμένος
κύκλος του τετραγώ νου.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  9  ·  Μ ε τ ρ ι κ έ ς  σ χ έ σ ε ι ς

Λύσεις · Μάθημα 9.7 — Τέμνουσες κύκλου – Δύναμη σημείου

1 , άρα .

2  και εφαπτό μενο τμή μα .

3 , , άρα .

4 Η δύ ναμη του  είναι , οπό τε για κάθε χορδή
. Με , : , . Χορδή

 — είναι διάμετρος! (Πράγματι, πάνω στη διάμετρο
τα κομμάτια είναι  και .)

5 . Η  είναι
διάμετρος: , άρα .

6 . Από  το αντίστροφο του
Θεωρή ματος ΙΙ, η  είναι εφαπτομένη του κύ κλου .

7 Για τον πρώ το κύ κλο: . Για τον δεύ τερο:
. Άρα  και, από  το

αντίστροφο του Θεωρή ματος Ι, τα  είναι ομοκυκλικά .

8 Προεκτείνουμε τη  μέχρι να τμή σει ξανά  τον (ολό κληρο)
κύ κλο στο . Η διάμετρος  είναι κάθετη στη χορδή  ,
άρα τη διχοτομεί: . Από  το Θεώ ρημα Ι για τις χορδές

 και  που τέμνονται στο : ,
δηλαδή  . Επειδή  , το
γινό μενο γίνεται μέγιστο ό ταν  (το  στο
κέντρο), οπό τε .

9 Το κέντρο  είναι το μέσο του  και . Από  το 1ο
θεώ ρημα διαμέσων στο τρίγωνο : 

. Επομένως η δύ ναμη είναι 

. Είναι

θετική  (εξωτερικό  σημείο) αν και μό νο αν 
— που, για  εκτό ς της ευθείας , σημαίνει ό τι η  είναι
οξεία. Ωραία σύ νδεση με το μάθημα 9.4!

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 0  ·  Ε μ β α δ ά

Λύσεις · Μάθημα 10.1–10.2 — Πολυγωνικά χωρία – Εμβαδόν – Ισοδύναμα σχήματα

1 (α)  (β)  (γ) .

2  τρίγωνα (με  διαγωνίους).

3 Αν  είναι διάμεσος, τα τρίγωνα  και  έχουν ίσες
βάσεις  και το ίδιο ύ ψος (την από σταση του  από
τη ). Άρα έχουν ίσα εμβαδά , δηλαδή  είναι ισοδύ ναμα —
χωρίς να είναι, γενικά , ίσα.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 0  ·  Ε μ β α δ ά

Λύσεις · Μάθημα 10.3 — Εμβαδόν βασικών ευθύγραμμων σχημάτων

1 (α)  (β) η άλλη πλευρά  είναι , άρα  (γ) .

2 .

3 .

4 Ύψος προς τη βάση , . Ύψος
προς σκέλος: .

5 Η προβολή  κάθε σκέλους στη μεγάλη βάση είναι . Με
γωνία  το ύ ψος ισού ται με την προβολή : . 

.

6 Η από σταση του  από  τη  είναι το μισό  της από στασης του
 (το  είναι μέσο της  και το  ανή κει στη  — Θαλή ς

ή  ομοιό τητα). Με την ίδια βάση : .

7 . Αν ή ταν ρό μβος: πλευρά  
.
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20
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2 AB H

AH = 7 HB = 3 5
AB AB
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8 Τα τρίγωνα , ,  είναι ίσα (δύ ο πλευρές ,  με
περιεχό μενη γωνία ). Το τρίγωνο  έχει  και
ύ ψος από  το  προς την  ίσο με , άρα

. Επομένως
.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 0  ·  Ε μ β α δ ά

Λύσεις · Μάθημα 10.4 — Άλλοι τύποι για το εμβαδόν τριγώνου

1 , .

2 .

3 , .

4 Είναι ορθογώ νιο ( ). , , ,
.

5 Από   και : , άρα .

6 . Βάση (νό μος
συνημιτό νων): .

7 Η διαγώ νιος το χωρίζει σε δύ ο ίσα τρίγωνα με πλευρές 
και περιεχό μενη γωνία , καθένα με εμβαδό ν . Άρα

. Εφαρμογή : .

8  κ.λπ. Άρα το άθροισμα είναι ,
αφού  .

9 , . . Η
μεγαλύ τερη πλευρά  είναι η : ,
άρα η  είναι αμβλεία· έτσι το ύ ψος από  το  πέφτει στην
προέκταση της  πέρα από  το . (Πράγματι, 

: η προβολή  της  είναι μεγαλύ τερη από  την ίδια τη 
.)

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 0  ·  Ε μ β α δ ά

Λύσεις · Μάθημα 10.5 — Λόγος εμβαδών

1 , .

2 Κοινό  ύ ψος από  το : , .

3 , . Ο λό γος των περιμέτρων είναι επίσης .

4 , .

5 Τα τρίγωνα με κορυφή   πρέπει να έχουν εμβαδά   και  του

αρχικού , οπό τε λό γους ομοιό τητας  και . Άρα 

 και .

6 Τα τρίγωνα  και  έχουν κοινό  ύ ψος από  το , άρα
. Έχουν επίσης ίσες γωνίες στο  ( )

με κοινή  πλευρά  , άρα .
Συνδυά ζοντας: . Μια πολύ  κομψή  από δειξη!

7  με , άρα . Τα ,  έχουν
κοινό  ύ ψος από  το : . Όμοια

. Σύ νολο: .

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 0  ·  Ε μ β α δ ά

Λύσεις · Μάθημα 10.6 — Μετασχηματισμός πολυγώνου σε ισοδύναμό του

1 ,  (μέση ανάλογος των  και  — εδώ
απλά  ).

2 Έστω  το μέσο της  και, χωρίς βλάβη,  μεταξύ   και .
Η  χωρίζει το τρίγωνο στη μέση. Φέρνουμε από  το 
παράλληλη προς την , που τέμνει την  στο . Τό τε

 (κοινή  βάση , κορυφές σε παράλληλη),
οπό τε 

. Η ζητού μενη ευθεία είναι η
.

3 Ζητάμε : το  είναι η υποτείνουσα ορθογωνίου
τριγώ νου με κάθετες πλευρές  και  (Πυθαγό ρειο).

4 Φέρνουμε από  το  παράλληλη  προς τη  και τη
μεσοκάθετο της · έστω  η τομή  τους. Το τρίγωνο 
είναι ισοσκελές (  στη μεσοκάθετο) και ισοδύ ναμο με το

 (κοινή  βάση, κορυφές στην παράλληλη ).
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 1  ·  Μ έ τ ρ η σ η  κ ύ κ λ ο υ

Λύσεις · Μάθημα 11.1–11.2 — Κανονικά πολύγωνα – Ιδιότητες και στοιχεία

1 , .

2 , .

3 , , .

4 .

5 Είναι ό μοια με λό γο . Λό γος περιμέτρων , λό γος
εμβαδώ ν .

6  είναι ακέραιος αν και μό νο αν ο  διαιρεί το
. Ο  έχει 

διαιρέτες, από  τους οποίους εξαιρού με τους  και  (δεν
υπάρχει πολύ γωνο). Άρα υπάρχουν  τέτοια κανονικά
πολύ γωνα (

).

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 1  ·  Μ έ τ ρ η σ η  κ ύ κ λ ο υ

Λύσεις · Μάθημα 11.3 — Εγγραφή βασικών κανονικών πολυγώνων σε κύκλο

1 Εξάγωνο: , . Τετράγωνο: 
, .

2 . Από στημα (ακτίνα εγγεγραμμένου):
.

3 . Περίμετρος ,
από στημα .

4 Εγγεγραμμένο: . Περιγεγραμμένο: πλευρά  , εμβαδό ν
. Λό γος .

5 Με τον τύ πο  για : 

, άρα .

(Εναλλακτικά : νό μος συνημιτό νων με κεντρική  γωνία :
.)

6 Το  είναι ισό πλευρο εγγεγραμμένο, άρα .
Το  είναι το μισό  εξάγωνο (η  είναι διάμετρος και
ά ξονας συμμετρίας), άρα .
Ενδιαφέρον: τα δύ ο σχή ματα είναι ισοδύ ναμα!

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 1  ·  Μ έ τ ρ η σ η  κ ύ κ λ ο υ

Λύσεις · Μάθημα 11.4–11.5 — Μήκος κύκλου – Μήκος τόξου

1 · .

2 , , · , .

3 .

4 , .

5 Ο λεπτοδείκτης σε 20 λεπτά  διαγράφει : 
 cm. Ο ωροδείκτης διαγράφει  ανά

ώ ρα, άρα  σε 20 λεπτά :  cm.

6 Η χορδή  είναι πλευρά  εγγεγραμμένου κανονικού  εξαγώ νου,
άρα το τό ξο είναι  και .

7 Τα κέντρα σχηματίζουν τετράγωνο πλευράς  cm. Το λουρί
αποτελείται από  4 ευθύ γραμμα τμή ματα ίσα με την πλευρά  (

 cm) και από  4 τό ξα, που μαζί σχηματίζουν έναν
ολό κληρο κύ κλο ακτίνας  cm (κάθε τό ξο είναι ): 

. Σύ νολο  cm.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 1  ·  Μ έ τ ρ η σ η  κ ύ κ λ ο υ

Λύσεις · Μάθημα 11.6–11.7 — Εμβαδόν κύκλου – Κυκλικός τομέας – Κυκλικό τμήμα

1 , .

2 .

3 , , .

4 Τομέας , τρίγωνο  ορθογώ νιο ισοσκελές: 
. Τμή μα: .

5 Εμβαδά :  και  . Τιμή  ανά  :
 και . Συμφέρει η μεγάλη. (Ο

λό γος των εμβαδώ ν είναι , ενώ  ο λό γος των
τιμώ ν μό νο .)

6 Τρίγωνο: . Η ακτίνα του εγγεγραμμένου είναι  του ύ ψους
, δηλαδή  . Κύ κλος: . Ζητού μενο: .

7 Περίμετρος , άρα . 
.

ω ​ =15 ​ =15
360∘

24∘ φ ​ =15 156∘

ν = ​ =18
360 20 φ = 162∘

​ =4
λ

2
169 − 144 = 25 ​ =2

λ 5 λ = 10

νφ ​ =ν 180 ν −∘ 360 =∘ (ν − 2) ⋅ 180∘

​ =6
4

​3
2

​3
2

​9
4

φ ​ =ν 180 − ​

ν
360 ν

360 = 2 ⋅3 3 ⋅2 5 360 (3 + 1)(2 + 1)(1 + 1) = 24
1 2

22
ν =

3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 60, 72, 90, 12

ZQS21ZQ

λ ​ =6 4 E ​ =6 ​
⋅2

3 ​3 16 = 24 ​3 λ ​ =4

4 ​2 E ​ =4 32
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R
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3 ​3

​R =2
3 ​3 2 24 ​ ⇒3 R =2 16 ⇒ R = 4 = λ ​6 24

2 ​3

2R2 2R
4R2

​2
1

λ ​ =2ν
2 2R(R − α ​)ν ν = 4 λ ​ =8

2

2R R − ​ =( 2
R ​2 ) R (2 −2

​)2 λ ​ =8 R ​2 − ​2

45∘

λ ​ =8
2 2R −2 2R συν45 =2 ∘ R (2 −2

​)2

AΓE (AΓE) = ​R4
3 ​3 2

ABΓΔ AΔ
(ABΓΔ) = ​ ⋅2

1
​R =2

3 ​3 2
​R4

3 ​3 2

ZQS22ZQ

L = 10π 2πR = 18π ⇒ R = 9

15 =∘
​12

π 135 =∘
​4

3π 210 =∘
​6

7π
​ =5

π 36∘
​ =6

5π 150∘

ℓ = ​ =180
π⋅12⋅75 5π

4π = ​R ⇒3
π R = 12 L = 24π

​ ⋅60
20 360 =∘ 120∘ ℓ =

​ =180
π⋅10⋅120

​ ≈3
20π 20,9 30∘

10∘ ℓ = ​ =180
π⋅6⋅10

​ ≈3
π 1,05

60∘ ℓ = ​3
πR

20
4 ⋅

20 = 80
10 90∘ 2π ⋅

10 = 20π 80 + 20π ≈ 142,8

ZQS23ZQ

2πR = 14π ⇒ R = 7 E = 49π

​ =360
π⋅100⋅72 20π

R =2 36 R = 6 L = 12π

​ =4
16π 4π OAB ​ =2

16 8
4π − 8 ≈ 4,57

225π ≈ 706,9 400π ≈ 1256,6 cm2 cm2

​ ≈706,9
9 0,0127 ​ ≈1256,6

15 0,0119

​ =( 3
4 )2

​ ≈9
16 1,78

​ ≈9
15 1,67

9 ​3 ​3
1

3 ​3 ​3 3π 9 ​ −3 3π ≈ 6,17

= 2R + ℓ = 10 + ℓ = 20 ℓ = 10 E = ​ ⋅2
1

10 ⋅ 5 = 25
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8 Το «φύ λλο» είναι η τομή  των δύ ο τεταρτοκυκλίων. Καθένα έχει
εμβαδό ν  και η ένωσή  τους είναι ό λο το τετράγωνο, άρα
(εμβαδό ν τομή ς = άθροισμα − ένωση): 

.

9 . (Ή: τομέας

 μείον τρίγωνο :  — το ίδιο.)

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 1  ·  Μ έ τ ρ η σ η  κ ύ κ λ ο υ

Λύσεις · Μάθημα 11.8 — Τετραγωνισμός κύκλου

1 . Δεν είναι τετραγωνισμό ς, γιατί
ο τετραγωνισμό ς απαιτεί κατασκευή με κανό να και διαβή τη,
όχι αριθμητικό  υπολογισμό . Το τμή μα  δεν μπορεί να
κατασκευαστεί με αυτά  τα εργαλεία.

2 Εμβαδό ν , πλευρά  τετραγώ νου 
(κατασκευάσιμη: διαγώ νιος τετραγώ νου πλευράς ).

3 , . Μηνίσκος στην : ημικύ κλιο 
μείον το κυκλικό  τμή μα  του περιγεγραμμένου κύ κλου. Το
κυκλικό  τμή μα = τομέας  μείον τρίγωνο . Το
τρίγωνο  (  μέσο της ) έχει εμβαδό ν . Η
γωνία , με , δηλαδή   και

. Τομέας . Τμή μα 
. Μηνίσκος . Όμοια ο άλλος

μηνίσκος: ημικύ κλιο , τομέας με γωνία :
, τρίγωνο , τμή μα , μηνίσκος .

Άθροισμα  ✓.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 2  ·  Ε υ θ ε ί ε ς  κ α ι  ε π ί π ε δ α  σ τ ο  χ ώ ρ ο

Λύσεις · Μάθημα 12.1–12.3 — Το επίπεδο και οι σχετικές θέσεις ευθειών και επιπέδων

1 Ασύ μβατες με την  είναι οι ακμές που δεν την τέμνουν και
δεν της είναι παράλληλες: , , ,  (τέσσερις
ακμές).

2 Όλα τα επίπεδα της πό ρτας περιέχουν την ευθεία των
μεντεσέδων. Μια ευθεία μό νη της δεν ορίζει επίπεδο·
χρειά ζεται και ένα σημείο εκτό ς της. Καθώ ς αλλά ζει η θέση της
άκρης της πό ρτας, αλλά ζει το σημείο αυτό  και άρα το επίπεδο.

3 Οι ευθείες τέμνονται ανά  δύ ο σε τρία σημεία , που είναι
διαφορετικά  (αφού  οι ευθείες δεν περνού ν από  κοινό  σημείο)
και μη συνευθειακά  (αλλιώ ς δύ ο από  τις ευθείες θα
ταυτίζονταν). Το επίπεδο  περιέχει δύ ο σημεία κάθε
ευθείας, άρα (αξίωμα) περιέχει και τις τρεις ευθείες.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 2  ·  Ε υ θ ε ί ε ς  κ α ι  ε π ί π ε δ α  σ τ ο  χ ώ ρ ο

Λύσεις · Μάθημα 12.4 — Ευθείες και επίπεδα παράλληλα – Θεώρημα του Θαλή στον χώρο

1 Είναι παράλληλες ευθείες: είναι συνεπίπεδες (ανή κουν στο
τρίτο επίπεδο) και δεν έχουν κοινό  σημείο (ανή κουν σε
παράλληλα επίπεδα).

2  (η
αρνητική  ρίζα απορρίπτεται).

3  και . Περίμετρος
.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 2  ·  Ε υ θ ε ί ε ς  κ α ι  ε π ί π ε δ α  σ τ ο  χ ώ ρ ο

Λύσεις · Μάθημα 12.5 — Γωνία δύο ευθειών – Ευθεία κάθετη σε επίπεδο

1  και , άρα γωνία . Για τις  και :
το  είναι ορθογώ νιο (  ίση και παράλληλη με τη 
), άρα  και ζητάμε τη γωνία των  και , που
είναι διαγώ νιοι του τετραγώ νου : γωνία .

2 Αν  με , από  το θεώ ρημα των τριώ ν καθέτων
, άρα η από σταση είναι .

3 Αν  είναι το ύ ψος του ,  και 
. Από  το θεώ ρημα των τριώ ν καθέτων , οπό τε η
από σταση είναι .

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 2  ·  Ε υ θ ε ί ε ς  κ α ι  ε π ί π ε δ α  σ τ ο  χ ώ ρ ο

Λύσεις · Μάθημα 12.6 — Απόσταση σημείου από επίπεδο – Απόσταση παράλληλων επιπέδων

1 .

​4
πα2

2 ⋅ ​ −4
πα2

α =2

α ​ − 1 ≈2 ( 2
π ) 0,57α2

​(πR −3
1 2

​R ) =4
3 ​3 2 R ​ − ​ ≈2 ( 3

π
4

​3 ) 0,614R2

120∘ OAB ​ −3
πR2

​R ημ1202
1 2 ∘

ZQS24ZQ

x =2 9π ⇒ x = 3 ​ ≈π 5,317

3 ​π

​ =2
R2

8 ​ =8 2 ​2
2

BΓ = 10 R = 5 AB ​ =2
π⋅16 8π

AB
OAB OAB

OAB O BΓ ​(ABΓ) =2
1 12

=AOB 2Γ̂ ημΓ = ​10
8 ≈Γ̂ 53,13∘

≈AOB 106,26∘ ≈ ​ ⋅360
106,26 25π ≈ 23,18 ≈

11,18 ≈ 25,13 − 11,18 ≈ 13,95
​ ≈2

9π 14,14 ≈ 73,74∘

≈ 16,09 12 ≈ 4,09 ≈ 10,05

≈ 24 = (ABΓ)

ZQS25ZQ

AA′

BΓ ΓΔ B Γ′ ′ Γ Δ′ ′

A, B, Γ

ABΓ

ZQS26ZQ

​ =
x+1

3
​ ⇒8

x x +2 x − 24 = 0 ⇒ x = ​ ≈2
−1+ ​97 4,42

KΛ = NM = ​ =2
AΓ 5 ΛM = KN = ​ =2

BΔ 3
16 = AΓ + BΔ

ZQS27ZQ

B Γ ∥′ ′ BΓ AB ⊥ BΓ 90∘ AB′ ΓΔ′

A BΓΔ′ ′ A Δ′ ′ BΓ
ΓΔ ∥′ BA′ AB′ A B′

ABB A′ ′ 90∘

OB ⊥ ε OB = 5
ΣB ⊥ ε ΣB = ​ =144 + 25 13

AΔ ABΓ AΔ = ​ =10
6⋅8 4,8 AΔ ⊥ BΓ

ΣΔ ⊥ BΓ
ΣΔ = ​ =4,8 + 4,82 2 4,8 ​2

ZQS28ZQ

​ =225 + 64 17
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2 Ίδια μεριά : το  είναι ορθογώ νιο τραπέζιο, 
. Εκατέρωθεν: 

.

3 Η  είναι κάθετη στη  (η  είναι κάθετη στο επίπεδο
). Άρα η από σταση είναι  (διαγώ νιος

έδρας).

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 2  ·  Ε υ θ ε ί ε ς  κ α ι  ε π ί π ε δ α  σ τ ο  χ ώ ρ ο

Λύσεις · Μάθημα 12.7 — Δίεδρη γωνία – Κάθετα επίπεδα

1 Το επίπεδο της έδρας  περιέχει την ακμή  , που
είναι κάθετη στο επίπεδο της βάσης  (κάθετη στις 
και ). Από  το κριτή ριο, τα επίπεδα είναι κάθετα.

2 Η ακμή  της δίεδρης είναι η . Με  το κέντρο της βάσης,
 και (τρεις κάθετοι) . Η αντίστοιχη

επίπεδη είναι η : , , 

.  (

).

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 2  ·  Ε υ θ ε ί ε ς  κ α ι  ε π ί π ε δ α  σ τ ο  χ ώ ρ ο

Λύσεις · Μάθημα 12.8 — Προβολή σε επίπεδο – Γωνία ευθείας και επιπέδου

1 Προβολή  , από σταση .

2 Διαγώ νιος βάσης , διαγώ νιος στερεού  . , 
 ( ).

3 Έστω . Τό τε . Φέρνουμε  (
): . Από  το θεώ ρημα των τριώ ν

καθέτων , οπό τε στο ορθογώ νιο τρίγωνο :
, δηλαδή  η γωνία είναι  — μεγαλύ τερη

από  τη γωνία  της  με το επίπεδο, ό πως προβλέπει η
ιδιό τητα ελαχίστου.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 3  ·  Σ τ ε ρ ε ά  σ χ ή μ α τ α

Λύσεις · Μάθημα 13.1 — Περί πολυέδρων

1  (π.χ. πενταγωνικό
πρίσμα).

2 ,  (  σε κάθε βάση και  παράπλευρες), 
.  ✓.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 3  ·  Σ τ ε ρ ε ά  σ χ ή μ α τ α

Λύσεις · Μάθημα 13.2–13.4 — Πρίσμα – Παραλληλεπίπεδο – Κύβος – Μέτρηση πρίσματος

1 . , .

2  λίτρα.

3 Διαστάσεις : 
. Διαστάσεις , .

4 , , , .

5 Η επιφάνεια τετραπλασιά ζεται ( ) και ο ό γκος
οκταπλασιά ζεται ( ). Γενικά , για ό μοια στερεά  με λό γο :
επιφάνειες σε λό γο , ό γκοι σε λό γο .

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 3  ·  Σ τ ε ρ ε ά  σ χ ή μ α τ α

Λύσεις · Μάθημα 13.5–13.7 — Πυραμίδα – Κανονική πυραμίδα – Τετράεδρο – Μέτρηση

1 .

2 Η διαγώ νιος της βάσης είναι , άρα .
. , .

3 , . Από στημα
βάσης , .

4 Κάθε κομμάτι που αφαιρείται είναι τριγωνική  πυραμίδα με
τρεις κάθετες ακμές : ό γκος . Οκτώ
τέτοια: . Απομένει  (το στερεό  λέγεται
κυβοκτάεδρο).

ABB A′ ′ AB =
​ =3 + (7 − 3)2 2 5 AB = ​ =3 + (7 + 3)2 2

​109

AB′ B Γ′ ′ B Γ′ ′
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2
2
α2

α ​​2
3 συνφ = ​ =A O′
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​ =
​3/2

​/22
​ =
​3

1
​3
​3 φ ≈
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ZQS30ZQ
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​13
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​2 B Γ ⊥′ ε

Γ ∈ ε AΓ = AB συν45 =′ ∘ 1
BΓ ⊥ ε AΓB

συν =BAΓ ​ =AB
AΓ

​2
1 60∘

45∘ AB

ZQS31ZQ

E = A + 2 − K = 15 + 2 − 10 = 7 K = 2ν A = 3ν ν ν E =
ν + 2 K + E = 3ν + 2 = A + 2

ZQS32ZQ

6α =2 150 ⇒ α = 5 V = 125 δ = 5 ​3

V = 160 000 cm =3 160

κ, 2κ, 2κ δ = ​ =κ + 4κ + 4κ2 2 2 3κ = 12 ⇒
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ZQS33ZQ

V = ​ ⋅3
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B = ​ ⋅2
3 ​3 16 = 24 ​3 V = ​ ⋅3
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 3  ·  Σ τ ε ρ ε ά  σ χ ή μ α τ α

Λύσεις · Μάθημα 13.8–13.9 — Κόλουρη πυραμίδα

1 , . 2 Η μικρή  πυραμίδα είναι ό μοια με λό γο , άρα ό γκος 
του αρχικού . Η κό λουρη είναι τα .

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 3  ·  Σ τ ε ρ ε ά  σ χ ή μ α τ α

Λύσεις · Μάθημα 13.10–13.15 — Στερεά εκ περιστροφής: κύλινδρος, κώνος, κόλουρος κώνος

1 ,  (περίπου 
λίτρα — λίγο πάνω από  τα  ml του περιεχομένου, για να
υπάρχει «αέρας»).

2 , , .

3 Το τό ξο του τομέα  γίνεται ο κύ κλος της βάσης:
, . Γενέτειρα , ύ ψος 

, .

4 (α) , : . (β) , :
. Μεγαλύ τερος ό γκος προκύ πτει ό ταν

περιστρέφουμε γύ ρω από  τη μικρό τερη πλευρά .

5 . Στη μέση του
ύ ψους η ακτίνα είναι  cm. Ο ό γκος του νερού  (κό λουρος με

, , ): 
. Ποσοστό   — λιγό τερο από  το

μισό , γιατί το ποτή ρι φαρδαίνει προς τα πάνω.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 3  ·  Σ τ ε ρ ε ά  σ χ ή μ α τ α

Λύσεις · Μάθημα 13.16–13.18 — Η σφαίρα

1 , .

2  (510
εκατομμύ ρια τετραγωνικά  χιλιό μετρα).

3 Επιφάνεια , ό γκος .

4  cm.

5 Εγγεγραμμένη: . Περιγεγραμμένη: η διάμετρό ς της
είναι η διαγώ νιος του κύ βου, . Λό γος ό γκων

.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 3  ·  Σ τ ε ρ ε ά  σ χ ή μ α τ α

Λύσεις · Μάθημα 13.19 — Κανονικά πολύεδρα

1 8 ισό πλευρα τρίγωνα: .

2 Η κοινή  βάση είναι τετράγωνο πλευράς  με . Το
ύ ψος κάθε πυραμίδας (παράπλευρη ακμή  ): 

. Όγκος: .

3 Η γωνία του κανονικού  εξαγώ νου είναι , άρα τρία
εξάγωνα σε μια κορυφή  δίνουν ακριβώ ς : γεμίζουν το
επίπεδο (ό πως στην κηρή θρα) χωρίς να «κλείνουν» ποτέ  σε
στερεό . Για στερεό  γωνία χρειά ζεται άθροισμα γωνιώ ν
μικρό τερο από  .

​ =400 20 V = ​(50 +3
6 8 + 20) = 156 ​ =12

4
​3

1
​27

1

​27
26

ZQS35ZQ

R = 3,3 V = π ⋅ 10,89 ⋅ 11,5 ≈ 393,2 cm3 0,39
330

υ = 12 E ​ =π 65π V = ​ ⋅3
1 25π ⋅ 12 = 100π

​ =180
π⋅12⋅120 8π

2πR = 8π R = 4 λ = 12 ​ =144 − 16 8 ​2
V = ​ ⋅3

1 16π ⋅ 8 ​ =2 ​3
128 ​π2

R = 4 υ = 3 V = ​ ⋅3
1 16π ⋅ 3 = 16π R = 3 υ = 4

V = ​ ⋅3
1 9π ⋅ 4 = 12π

V = ​(16 +3
12π 9 + 12) = 148π ≈ 464,7 cm3

3,5
ρ = 3 R =′ 3,5 υ = 6 ​(12,25 +3

6π 9 + 10,5) = 2π ⋅
31,75 = 63,5π ​ ≈148

63,5 42,9%

ZQS36ZQ

4πR =2 100π ⇒ R = 5 V = ​3
500π

4π ⋅ 6370 ≈2 4 ⋅ 3,14 ⋅ 40 576 900 ≈ 5,1 ⋅ 10  km8 2

×9 ×27

​πR =3
4 3 64 ⇒ R =3
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Η Γεωμετρία δεν τελειώνει εδώ…
Αυτό το βοήθημα σε συνόδευσε σε όλη την ύλη της Γεωμετρίας της Β΄ Λυκείου:
από τον λόγο δύο τμημάτων μέχρι τον όγκο της σφαίρας. Αν θέλεις να
συνεχίσεις, να λύσεις περισσότερες ασκήσεις, να δεις βίντεο-εξηγήσεις ή να
προετοιμαστείς για διαγωνίσματα, σε περιμένει ένα πλήρες και ολοκληρωμένο
δωρεάν φροντιστήριο:

mathgreece.com

Θεωρία βήμα-βήμα για κάθε μάθημα
Εκατοντάδες λυμένες και άλυτες ασκήσεις
Διαγωνίσματα και θέματα εξετάσεων
Υλικό για όλες τις τάξεις του Γυμνασίου και του Λυκείου

ZQNZQ

«Δεν υπάρχει βασιλική οδός προς τη Γεωμετρία» — η απάντηση που, κατά την παράδοση, έδωσε
ο Ευκλείδης στον βασιλιά Πτολεμαίο.

https://mathgreece.com/
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