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Πρόλογος

Αγαπητή  μαθή τρια, αγαπητέ μαθητή ,

τα Μαθηματικά  Προσανατολισμού  της Γ΄ Λυκείου είναι, για πολλού ς, το μά θημα που «κρίνει» τις
Πανελλαδικές. Είναι ό μως και κά τι πολύ  περισσό τερο: είναι η πρώ τη σου επαφή  με την Ανάλυση, τον κλά δο
των Μαθηματικώ ν που γέννησε τη σύ γχρονη επιστή μη και τεχνολογία. Όρια, παρά γωγοι, ολοκληρώ ματα —
τα εργαλεία που θα μά θεις εδώ  τα χρησιμοποιού ν καθημερινά  μηχανικοί, φυσικοί, οικονομολόγοι, γιατροί
και προγραμματιστές.

Το βοή θημα που κρατά ς γρά φτηκε ώ στε να μπορείς να μελετή σεις μόνος σου, με σιγουριά , ολό κληρη την
ύ λη:

κά θε κεφάλαιο ξεκινά  με δική  του έγχρωμη σελίδα, ό που βλέπεις ό λα τα μαθή ματά  του και τι θα
κατακτή σεις·

κά θε μάθημα ξεκινά  σε νέα σελίδα με την ένδειξη «ΚΕΦΑΛΑΙΟ … · ΜΑΘΗΜΑ …», ενώ  στην κορυφή  κά θε
σελίδας βλέπεις πά ντα σε ποιο κεφά λαιο και ποιο μά θημα βρίσκεσαι· η αρίθμηση ακολουθεί τις
παραγρά φους του σχολικού  βιβλίου (ό που μια παρά γραφος είναι μεγά λη, τη χωρίζουμε σε δύ ο
μαθή ματα, π.χ. «1.5α» και «1.5β»)·

η θεωρία παρουσιά ζεται πλήρως: ορισμοί με ακρίβεια, θεωρή ματα, και οι αποδείξεις που πρέπει να
ξέρεις, γραμμένες βή μα-βή μα·

σε κά θε μά θημα θα βρεις λυμένα παραδείγματα διαβαθμισμένης δυσκολίας, κουτιά  «Προσοχή !» και
«Συχνό  λά θος» με ό σα συνή θως κοστίζουν μονά δες, και μεθοδολογίες για κά θε κατηγορία ασκή σεων·

κά θε μά θημα κλείνει με άλυτες ασκήσεις, των οποίων οι πλήρεις λύσεις βρίσκονται στο τέλος του
βιβλίου· κά θε κεφά λαιο κλείνει με επαναληπτικά θέματα τύ που εξετά σεων.

Όλα τα παραδείγματα και οι ασκή σεις είναι πρωτό τυπα, γραμμένα ειδικά  για αυτό  το βοή θημα· δεν θα τα
βρεις στο σχολικό  βιβλίο.

Μια συμβουλή  από  κά ποιον που διδά σκει χρό νια: στην Ανά λυση κάθε λέξη μετράει. «Συνεχή ς στο »
δεν είναι το ίδιο με «συνεχή ς στο »· « » δεν είναι το ίδιο με «γνησίως αύ ξουσα». Πριν
εφαρμό σεις ένα θεώ ρημα, έλεγξε και γράψε τις προϋποθέσεις του. Αυτό  είναι που ξεχωρίζει το  από  το

.

Καλή  μελέτη και καλή  επιτυχία!
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ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Το βοήθημα αυτό  είναι μέρος ενό ς μεγαλύ τερου έργου. Στο mathgreece.com θα βρεις ένα πλήρες και
ολοκληρωμένο δωρεάν φροντιστήριο μαθηματικώ ν: θεωρία, βίντεο, επιπλέον ασκήσεις, διαγωνίσματα
και θέματα Πανελλαδικώ ν.

[α,β]
(α,β) f (x) >′ 0
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Ελέγξτε με τον καθηγητή  σας ποιες παρά γραφοι περιλαμβά νονται στην εξεταστέα ύ λη της χρονιά ς
σας. Το βοή θημα καλύ πτει ολό κληρο το σχολικό  βιβλίο.
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Πώς να διαβάσεις αυτό το βοήθημα

Σε ό λο το βιβλίο χρησιμοποιού με τα ίδια «κουτιά », ώ στε να αναγνωρίζεις με μια ματιά  τι διαβά ζεις:

ZQF1ZQ

ΟΡΙΣΜΟΣ — Τι είναι

Ο ορισμό ς μιας νέας έννοιας. Μά θε τον με ακρίβεια.

ΘΕΩΡΗΜΑ — Τι είναι

Ένα βασικό  αποτέλεσμα της θεωρίας ή  ένας κανό νας που χρησιμοποιείς ελεύ θερα στις ασκή σεις.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎Η αιτιολόγηση ενό ς αποτελέσματος, γραμμένη βή μα-βή μα.

ΚΛΕΙΔΙ — Τι είναι

Ένας τύ πος ή  κανό νας που πρέπει να ξέρεις «απέξω».

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Ένα σχό λιο που φωτίζει μια λεπτομέρεια της θεωρίας.

ΠΡΟΣΟΧΗ!

Κά τι που χρειά ζεται ιδιαίτερη προσοχή : προϋ ποθέσεις, εξαιρέσεις, λεπτές διατυπώ σεις.

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ

Ένα λά θος που κά νουν πολύ  συχνά  οι μαθητές. Με ✗ σημειώ νουμε τη λανθασμένη σκέψη και με ✓ τη
σωστή .

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ

Πώ ς αντιμετωπίζουμε μια κατηγορία ασκή σεων: τα βή ματα που ακολουθού με.

ΛΙΓΗ ΙΣΤΟΡΙΑ

Ιστορικά  στοιχεία: πώ ς γεννή θηκαν οι ιδέες που μελετά με.

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Παραπομπή  στο mathgreece.com, ό που θα βρεις επιπλέον υλικό  για το αντίστοιχο θέμα.

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ Πώς να διαβάσεις αυτό το βοήθημα
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Η διαβάθμιση των ασκήσεων

Σήμανση Επίπεδο Τι σημαίνει

●○○ Βασική Άμεση εφαρμογή  της θεωρίας· πρέπει να τη λύ νεις χωρίς δυσκολία.

●●○ Μέτρια Συνδυάζει δύ ο ή  περισσό τερες ιδέες· τυπικό  θέμα διαγωνίσματος.

●●● Απαιτητική Για ό σους θέλουν να πάνε παραπέρα· τυπικό  «τελευταίο θέμα».

Δίπλα σε κά θε ά σκηση υπά ρχει η ένδειξη «→ Λύ ση», που σε οδηγεί (και με κλικ, στο ηλεκτρονικό  αρχείο)
στην αναλυτική  λύ ση στο τέλος του βιβλίου.

Συμβολισμοί που χρησιμοποιούμε

Σύμβολο Διαβάζεται / σημαίνει

φυσικοί, ακέραιοι, ρητοί, πραγματικοί αριθμοί

, πεδίο ορισμού  της , σύ νολο τιμώ ν της  στο 

η γραφική  παράσταση της 

, σύ νθεση, αντίστροφη συνάρτηση

, ό ριο από  αριστερά , από  δεξιά

, παράγωγος στο , δεύ τερη παράγωγος

αό ριστο ολοκλήρωμα (σύ νολο παραγουσώ ν)

ορισμένο ολοκλήρωμα από   έως 

εμβαδό ν του χωρίου 

↗ , ↘ γνησίως αύ ξουσα, γνησίως φθίνουσα

∪ , ∩ (σε πίνακες) κυρτή , κοίλη

N,Z,Q,R

D ​f f(A) f f A

C ​f f

f ∘ g f−1

​f(x)
x→x ​0

−
lim ​f(x)

x→x ​0
+

lim

f (x ​)′
0 f (x)′′ x ​0

f(x) dx∫

​ f(x) dx∫
α

β
α β

[F (x)] ​α
β F (β) − F (α)

E(Ω) Ω

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Στις ασκή σεις, ό ταν λέμε «συνά ρτηση» εννοού με πραγματική  συνά ρτηση πραγματική ς μεταβλητή ς.
Όταν δεν δηλώ νεται πεδίο ορισμού , εννοείται το ευρύ τερο υποσύ νολο του  στο οποίο ο τύ πος έχει
νό ημα.

R

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ Πώς να διαβάσεις αυτό το βοήθημα
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11
Όριο – Συνέχεια
συνάρτησης

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο

Τα μαθήματα του κεφαλαίου

1.1 Πραγματικοί αριθμοί

1.2α Η έννοια της συνάρτησης –
Γραφική παράσταση

1.2β Ισότητα – Πράξεις – Σύνθεση
συναρτήσεων

1.3 Μονότονες συναρτήσεις –
Ακρότατα – Αντίστροφη
συνάρτηση

1.4 Όριο συνάρτησης στο x₀ ∈ ℝ

1.5α Ιδιότητες των ορίων –
Υπολογισμός ορίων

1.5β Κριτήριο παρεμβολής –
Τριγωνομετρικά όρια – Όριο
σύνθετης

1.6 Μη πεπερασμένο όριο στο x₀ ∈ ℝ

1.7 Όριο συνάρτησης στο άπειρο

1.8α Συνέχεια συνάρτησης

1.8β Θεωρήματα συνεχών
συναρτήσεων σε διάστημα

Επ. 1 Επαναληπτικά θέματα: Όριο –
Συνέχεια

Τι θα κατακτήσεις

Να βρίσκεις πεδίο ορισμού, να σχεδιάζεις
και να «διαβάζεις» γραφικές παραστάσεις.
Να κάνεις πράξεις και σύνθεση
συναρτήσεων και να βρίσκεις αντίστροφες.
Να υπολογίζεις όρια (πεπερασμένα, άπειρα,
στο άπειρο) με όλες τις τεχνικές.
Να εξετάζεις τη συνέχεια και να εφαρμόζεις
τα θεωρήματα Bolzano, ενδιάμεσων τιμών
και μέγιστης–ελάχιστης τιμής.

Η Ανάλυση ξεκινά  από  μια απλή  αλλά  βαθιά
ερώ τηση: τι συμβαίνει στις τιμές μιας
συνάρτησης όταν το  πλησιάζει έναν αριθμό
— ή  ό ταν μεγαλώ νει απεριό ριστα; Στο κεφάλαιο
αυτό  ξαναγνωρίζουμε τις συναρτήσεις,
μαθαίνουμε τη σύ νθεση και την αντίστροφη,
ορίζουμε το ό ριο και τη συνέχεια και φτάνουμε
στα μεγάλα θεωρήματα των συνεχώ ν
συναρτήσεων: Bolzano, ενδιάμεσων τιμώ ν,
μέγιστης και ελάχιστης τιμή ς.

x

Συμπληρωματικό υλικό, βίντεο και επιπλέον ασκήσεις για το Κεφάλαιο 1: mathgreece.com



Όριο – Συνέχεια
συνάρτησης

Μ Α Θ Η Μ Α  1 . 1

Πραγματικοί αριθμοί

Τα σύνολα των αριθμών

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

√2 πe−3/2 1/2

Ο άξονας των πραγματικών αριθμών

Υπενθυμίζουμε τα βασικά  σύ νολα αριθμώ ν:

Φυσικοί: 

Ακέραιοι: 

Ρητοί:  (οι αριθμοί που γρά φονται ως κλά σματα ακεραίων· στη δεκαδική

μορφή  είναι πεπερασμένοι ή  περιοδικοί)

Πραγματικοί: , που περιέχει τους ρητού ς και τους άρρητους (π.χ. , , ).

Ισχύ ει . Με αστερίσκο συμβολίζουμε το σύ νολο χωρίς το μηδέν: . Κά θε
πραγματικό ς αριθμό ς παριστά νεται με ένα σημείο του άξονα των πραγματικών αριθμών, και
αντίστροφα.

Διάταξη

Διαστήματα

Αν , τα διαστήματα με ά κρα  είναι:

ZQL0ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

N = {0, 1, 2, 3, … }

Z = {… , −2, −1, 0, 1, 2, … }

Q = ​ : α,β ∈ Z, β = 0{
β
α  }

R ​2 π e

N ⊆ Z ⊆ Q ⊆ R R =∗ R − {0}

ΘΕΩΡΗΜΑ — Βασικές ιδιότητες της διάταξης

Για οποιουσδή ποτε :

1.  και  (μεταβατική ).

2. .

3. Αν : . Αν :  (η φορά  αλλάζει!).

4.  και  (προσθέτουμε κατά  μέλη ανισό τητες ίδιας φορά ς).

5. Αν :  και .

6. Αν  και : .

7. Αν  (ομό σημοι): .

α,β, γ, δ ∈ R

α > β β > γ ⇒ α > γ

α > β ⟺ α + γ > β + γ

γ > 0 α > β ⟺ αγ > βγ γ < 0 α > β ⟺ αγ < βγ

α > β γ > δ ⇒ α + γ > β + δ

α,β, γ, δ > 0 α > β γ > δ ⇒ αγ > βδ

α,β > 0 ν ∈ N∗ α > β ⟺ α >ν β ⟺ν
​ >ν α ​

ν β

αβ > 0 α > β ⟺ ​ <
α

1
​

β

1

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Δεν αφαιρούμε και δεν διαιρούμε ανισότητες κατά μέλη!

Από   και  δεν προκύ πτει  (δηλαδή  , λά θος). Επίσης ο πολλαπλασιασμό ς
κατά  μέλη επιτρέπεται μόνο για θετικού ς αριθμού ς.

5 > 2 4 > 0 5 − 4 > 2 − 0 1 > 2

α < β α,β

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 · ΟΡΙΟ – ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ Μάθημα 1.1 · Πραγματικοί αριθμοί
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Συμβολισμός Σύνολο Ονομασία

κλειστό

ανοικτό

κλειστό –ανοικτό

ανοικτό –κλειστό

Τα σημεία ενό ς διαστή ματος που δεν είναι ά κρα του λέγονται εσωτερικά σημεία. Τα  και  δεν είναι
αριθμοί, γι' αυτό  η αγκύ λη δίπλα τους είναι πά ντα ανοικτή .

Απόλυτη τιμή

x₀ − δ x₀ + δx₀

δδ

|x − x₀| < δ: τα x που απέχουν από το x₀ λιγότερο από δ

[α,β] α ≤ x ≤ β

(α,β) α < x < β

[α,β) α ≤ x < β

(α,β] α < x ≤ β

[α, +∞) x ≥ α

(−∞,α) x < α

(−∞, +∞) R

+∞ −∞

ΟΡΙΣΜΟΣ — Απόλυτη τιμή

Γεωμετρικά , το  είναι η από σταση του  από  το  και το  η από σταση των  πά νω στον
ά ξονα.

∣α∣ = ​ ​{α,
−α,

α ≥ 0
α < 0

∣α∣ α 0 ∣α − β∣ α,β

ΘΕΩΡΗΜΑ — Ιδιότητες απόλυτης τιμής

, , , .

, .

Τριγωνική ανισότητα: .

Για :  και  ή  .

.

∣α∣ ≥ 0 ∣α∣ = ∣ − α∣ ∣α∣ =2 α2
​ =α2 ∣α∣

∣αβ∣ = ∣α∣∣β∣ ​ ​ ​ =
β

α
​

∣β∣
∣α∣

​∣α∣ − ∣β∣ ​ ≤ ∣α + β∣ ≤ ∣α∣ + ∣β∣

θ > 0 ∣x∣ < θ ⟺ −θ < x < θ ∣x∣ > θ ⟺ x < −θ x > θ

∣x − x ​∣ <0 δ ⟺ x ∈ (x ​ −0 δ,x ​ +0 δ)

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Η ρίζα του τετραγώνου

✗ .

✓  . Για : , ενώ  το  θα έδινε . Το λά θος αυτό  «σκοτώ νει» πολλά
ό ρια στο !

​ =x2 x

​ =x2 ∣x∣ x = −3 ​ =9 3 = ∣ − 3∣ x −3
−∞
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Ανισότητες με απόλυτες

Να λυθού ν: (α)  (β) .

ΛΥΣΗ

(α) , δηλαδή  .

(β)  ή  , δηλαδή   ή  : .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Διάταξη χωρίς πράξεις

Αν  και , να βρεθού ν μεταξύ  ποιων αριθμώ ν βρίσκονται οι παραστά σεις ,
 και .

ΛΥΣΗ

: προσθέτουμε κατά  μέλη: .

: γρά φουμε , με , και προσθέτουμε: .

: οι αριθμοί δεν είναι θετικοί, οπό τε χρησιμοποιού με : , δηλαδή
, ά ρα .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να γρά ψετε ως διαστή ματα: (α)  (β)  (γ) .

→ Λύση 1.1/1

2

●○○

Να λύ σετε την ανίσωση .
→ Λύση 1.1/2

3

●●○

Αν  και , να βρείτε μεταξύ  ποιων αριθμώ ν βρίσκεται η παρά σταση .

→ Λύση 1.1/3

4

●●○

Να αποδείξετε ό τι για κά θε  ισχύ ει .

→ Λύση 1.1/4

∣2x − 3∣ < 5 ∣x + 1∣ ≥ 4

−5 < 2x − 3 < 5 ⟺ −2 < 2x < 8 ⟺ −1 < x < 4 x ∈ (−1, 4)

x + 1 ≤ −4 x + 1 ≥ 4 x ≤ −5 x ≥ 3 x ∈ (−∞, −5] ∪ [3, +∞)

1 < x < 3 −2 < y < −1 x + y

x − y xy

x + y −1 < x + y < 2

x − y −y 1 < −y < 2 2 < x − y < 5

xy −y > 0 1 ⋅ 1 < x(−y) < 3 ⋅ 2
1 < −xy < 6 −6 < xy < −1

Μάθημα 1.1 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

−2 ≤ x < 5 x > −1 ∣x − 2∣ ≤ 3

∣3 − x∣ > 2

2 < α < 4 1 < β < 2 ​

β

α

x ∈ R ∣x − 1∣ + ∣x + 1∣ ≥ 2
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Όριο – Συνέχεια
συνάρτησης

Μ Α Θ Η Μ Α  1 . 2 α

Η έννοια της συνάρτησης – Γραφική
παράσταση

Ορισμός

Το πεδίο ορισμού  συμβολίζεται .

Το σύ νολο ό λων των τιμώ ν , , λέγεται σύνολο τιμών της  και συμβολίζεται 
.

Όταν η  δίνεται με τύ πο χωρίς να αναφέρεται το πεδίο ορισμού , εννοείται το ευρύτερο σύ νολο στο
οποίο ο τύ πος έχει νό ημα.

Γραφική παράσταση

ZQL1ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΟΡΙΣΜΟΣ — Πραγματική συνάρτηση

Έστω  ένα υποσύ νολο του . Πραγματική συνάρτηση με πεδίο ορισμού  το  λέγεται μια
διαδικασία (κανό νας) , με την οποία κάθε στοιχείο  αντιστοιχίζεται σε ένα μόνο πραγματικό
αριθμό  . Το  λέγεται τιμή της  στο  και συμβολίζεται .

A R A

f x ∈ A

y y f x f(x)

D ​f

f(x) x ∈ A f f(A) = {y ∣
y = f(x) για κ ποιο x ∈ά A}

f

ΚΛΕΙΔΙ — Πώς βρίσκουμε το πεδίο ορισμού

Ο τύπος περιέχει… Περιορισμός

κλάσμα 

ρίζα  (κάθε τάξης )

 ή  

δύ ναμη  με  (ή   αν )

​

B(x)
A(x)

B(x) = 0

​

ν A(x) ν ≥ 2 A(x) ≥ 0

lnA(x) logA(x) A(x) > 0

εφA(x) συνA(x) = 0

σφA(x) ημA(x) = 0

A(x)α α ∈/ Z A(x) > 0 ≥ 0 α > 0

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Ρίζες περιττής τάξης

Στο σχολικό  βιβλίο η ρίζα  ορίζεται μόνο για , ακό μη και για περιττό  . Έτσι η 
έχει πεδίο ορισμού  . (Η «ρίζα» αρνητικού  γρά φεται ως .)

​

ν α α ≥ 0 ν f(x) = ​

3 x

[0, +∞) − ​

3 ∣x∣

ΟΡΙΣΜΟΣ — Γραφική παράσταση

Γραφική  παρά σταση της  λέγεται το σύ νολο . Η εξίσωση 
 λέγεται εξίσωση της . Κά θε κατακόρυφη ευθεία τέμνει τη  το πολύ σε ένα σημείο.

f C ​ =f {M(x, y) ∣ y = f(x), x ∈ D ​}f y =
f(x) C ​f C ​f
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f, −f και |f|

x

y

−3 −2 −1 1 2 3 4
−1

1

2

3

4

5

O

Μετατοπίσεις της y = x²

Οι βασικές συναρτήσεις

x

y

f(x) = αx + β

x

y

f(x) = αx², α > 0 / α < 0

x

y

f(x) = αx³

x

y

f(x) = α/x

x

y

f(x) = √x και |x|

x

y

αˣ (α > 1) και logₐx

ΘΕΩΡΗΜΑ — Πώς μετασχηματίζεται η γραφική παράσταση

Αν γνωρίζουμε τη :

η  είναι συμμετρική της  ως προς τον ά ξονα ·

η  προκύ πτει αν «αναδιπλώ σουμε» προς τα πά νω τα τμή ματα της  που βρίσκονται κά τω από
τον ·

η  της  ( ) είναι κατακόρυφη μετατόπιση της  κατά   προς τα πάνω ( : προς
τα κά τω)·

η  της  ( ) είναι οριζόντια μετατόπιση κατά   προς τα δεξιά ( : προς τα
αριστερά ).

C ​f

C ​−f C ​f x x′

C ​∣f ∣ C ​f

x x′

C f(x) + c c > 0 C ​f c −c

C f(x − c) c > 0 c f(x + c)
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x

y

−π −π/2 π/2 π 3π/2 2π

−2

−1

1

2

O

Τριγωνομετρικές συναρτήσεις: ημx, συνx (περίοδος 2π) και εφx (περίοδος π)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Πεδία ορισμού

Να βρεθεί το πεδίο ορισμού  των: (α)  (β)  (γ) .

ΛΥΣΗ

(α)  και :  (το  ή δη αποκλείεται).

(β) : .

(γ) : .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Σημεία τομής με τους άξονες και σχετική θέση

Δίνονται  και . Να βρεθού ν τα σημεία τομή ς της  με τους ά ξονες, τα
κοινά  σημεία των ,  και τα διαστή ματα ό που η  είναι πά νω από  τη .

ΛΥΣΗ

Με τον : , σημείο . Με τον :  ή  .

Κοινά  σημεία:  ή  : σημεία 
και .

 ή  : εκεί η  είναι πάνω από  τη .

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Εκθετική και λογαριθμική

Για : η  έχει πεδίο ορισμού  , σύ νολο τιμώ ν  και διέρχεται από  το · η
 έχει πεδίο ορισμού  , σύ νολο τιμώ ν  και διέρχεται από  το . Οι γραφικές

τους παραστά σεις είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία . Ισχύ ει  και .
Ειδικά  για :  ( ) και .

0 < α = 1 f(x) = αx R (0, +∞) (0, 1)
g(x) = log ​xα (0, +∞) R (1, 0)

y = x α =log ​ θα θ log ​α =α
x x

α = e e =ln x x x > 0 ln e =x x

f(x) = ​

x − 92

​x + 2
g(x) = ln(4 − x )2 h(x) = ​

e − 1x

1

x + 2 ≥ 0 x =2  9 D ​ =f [−2, 3) ∪ (3, +∞) −3

4 − x >2 0 ⟺ −2 < x < 2 D ​ =g (−2, 2)

e =x  1 ⟺ x = 0 D ​ =h R∗

f(x) = x −2 4x + 3 g(x) = x − 1 C ​f

C ​f C ​g C ​f C ​g

y y′ f(0) = 3 (0, 3) x x′ x −2 4x + 3 = 0 ⟺ x = 1 x = 3

x −2 4x + 3 = x − 1 ⟺ x −2 5x + 4 = 0 ⟺ x = 1 x = 4 (1, 0)
(4, 3)

f(x) − g(x) = (x − 1)(x − 4) > 0 ⟺ x < 1 x > 4 C ​f C ​g
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Σύνολο τιμών

Να βρεθεί το σύ νολο τιμώ ν της .

ΛΥΣΗ

Ψά χνουμε για ποια  η εξίσωση  έχει λύ ση : 
. Αν : , που είναι πά ντα  (αφού   είναι αδύ νατο). Αν : 

, αδύ νατο. Άρα .

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Σχετική θέση δύο καμπυλών

Για να βρού με πό τε η  είναι πά νω από  τη , μελετά με το πρόσημο της διαφοράς . Οι
ρίζες της  δίνουν τα κοινά  σημεία.

C ​f C ​g f(x) − g(x)
f(x) = g(x)

f(x) = ​

x − 1
2x + 1

y y = ​

x−1
2x+1 x = 1 y(x − 1) = 2x + 1 ⟺ x(y − 2) =

y + 1 y = 2 x = ​

y−2
y+1 = 1 y + 1 = y − 2 y = 2 0 =

3 f(D ​) =f R − {2}

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Ελέγχουμε μόνο τον αριθμητή

✗ «Η  ορίζεται για .»

✓ Πρέπει και  και : .

f(x) = ​

x−2
ln x x > 0

x > 0 x = 2 D ​ =f (0, 2) ∪ (2, +∞)

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Οι γραφικές παραστάσεις των βασικώ ν συναρτήσεων είναι το «αλφάβητο» της Ανάλυσης. Στο
mathgreece.com θα βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο με διαδραστικά  γραφήματα για να τις
εξασκήσεις.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρείτε το πεδίο ορισμού  των: (α)  (β)  (γ) .

→ Λύση 1.2α/1

2

●○○

Να βρείτε τα σημεία τομή ς της  με τους ά ξονες για .

→ Λύση 1.2α/2

3

●●○

Να βρείτε τα διαστή ματα ό που η  της  βρίσκεται κά τω από  τη  της .
→ Λύση 1.2α/3

4

●●○

Να βρείτε το σύ νολο τιμώ ν της  και της .

→ Λύση 1.2α/4

5

●●○

Να σχεδιά σετε τη γραφική  παρά σταση της  και να βρείτε για ποιες τιμές του  η
εξίσωση  έχει ακριβώ ς  ρίζες.

→ Λύση 1.2α/5

6

●●●

Ένα ορθογώ νιο έχει περίμετρο . Να εκφρά σετε τη διαγώ νιό  του  ως συνά ρτηση της μιας πλευρά ς
, να βρείτε το πεδίο ορισμού  και το σύ νολο τιμώ ν της.

→ Λύση 1.2α/6

Μάθημα 1.2α · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

f(x) = ​6 − 3x f(x) = ​

lnx
x

f(x) = ​x − 5x + 62

C ​f f(x) = e −2x 4

C ​f f(x) = x3 C ​g g(x) = x

f(x) = e +x 1 g(x) = ln(x − 1)

f(x) = ∣x −2 1∣ κ

f(x) = κ 4

20 d

x
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Όριο – Συνέχεια
συνάρτησης

Μ Α Θ Η Μ Α  1 . 2 β

Ισότητα – Πράξεις – Σύνθεση
συναρτήσεων

Ισότητα συναρτήσεων

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Ίσες ή όχι;

Είναι ίσες οι  και ;

ΛΥΣΗ

Για  ισχύ ει . Όμως  ενώ  . Άρα δεν είναι ίσες· είναι ίσες
στο .

Πράξεις

Αν ,  είναι συναρτή σεις με πεδία , , ορίζουμε τις , ,  με πεδίο ορισμού  , και την  με
πεδίο ορισμού  .

Σύνθεση συναρτήσεων

A ℝ

B

x
f(x) g(f(x))

f g

Η σύνθεση g∘f: πρώτα η f, μετά η g

ZQL2ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΟΡΙΣΜΟΣ — Ίσες συναρτήσεις

Δύ ο συναρτή σεις ,  λέγονται ίσες ( ) ό ταν έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού  και  για
κά θε . Αν η ισό τητα ισχύ ει μό νο σε ένα υποσύ νολο  των πεδίων ορισμού , λέμε ό τι οι ,  είναι
ίσες στο .

f g f = g A f(x) = g(x)
x ∈ A Γ f g

Γ

f(x) = ​

x

x − x2

g(x) = x − 1

x = 0 f(x) = x − 1 = g(x) D ​ =f R∗ D ​ =g R
R∗

f g A B f + g f − g fg A ∩ B ​

g
f

{x ∈ A ∩ B ∣ g(x) = 0}

ΟΡΙΣΜΟΣ — Σύνθεση

Αν ,  είναι συναρτή σεις με πεδία , , η σύνθεση της  με τη  συμβολίζεται  και ορίζεται ως

με πεδίο ορισμού  . Η  ορίζεται ό ταν το σύ νολο αυτό  δεν είναι κενό ,
δηλαδή  ό ταν .

f g A B f g g ∘ f

(g ∘ f)(x) = g(f(x)),

D ​ =g∘f {x ∈ A ∣ f(x) ∈ B} g ∘ f
f(A) ∩ B = ∅
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Σύνθεση με ρίζα

Δίνονται  και . Να βρεθού ν οι  και .

ΛΥΣΗ

, .

: πρέπει  και , ά ρα  και .

: πρέπει  (και το  ανή κει πά ντα στο ), ά ρα  και 
.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Σύνθεση με λογάριθμο

Δίνονται  και . Να βρεθεί η .

ΛΥΣΗ

Πρέπει  (για την ) και , δηλαδή  . Άρα  και
.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 «Αποσύνθεση»

Να γραφεί η  ως σύ νθεση απλού στερων συναρτή σεων.

ΛΥΣΗ

 με , , . (Η «αποσύ νθεση» θα μας χρειαστεί πολύ
στην παραγώ γιση σύ νθετων συναρτή σεων.)

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Η σειρά μετράει!

Γενικά  . Για  και : , ενώ  .
Η σύ νθεση ό μως είναι προσεταιριστική: .

g ∘ f = f ∘ g f(x) = x + 1 g(x) = x2 (g ∘ f)(x) = (x + 1)2 (f ∘ g)(x) = x +2 1
h ∘ (g ∘ f) = (h ∘ g) ∘ f

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Πώς βρίσκουμε τη σύνθεση 

1. Βρίσκουμε  και .

2. Το πεδίο ορισμού  της  είναι τα  με  και  (λύ νουμε το σύ στημα των
συνθηκώ ν).

3. Ο τύ πος: ό που βλέπουμε  στον τύ πο της , βά ζουμε .

g ∘ f

D ​f D ​g

g ∘ f x x ∈ D ​f f(x) ∈ D ​g

x g f(x)

f(x) = x − 3 g(x) = ​x g ∘ f f ∘ g

D ​ =f R D ​ =g [0, +∞)

g ∘ f x ∈ R x − 3 ≥ 0 D ​ =g∘f [3, +∞) (g ∘ f)(x) = ​x − 3

f ∘ g x ≥ 0 ​x R D ​ =f∘g [0, +∞) (f ∘ g)(x) = ​ −x
3

f(x) = lnx g(x) = ​1 − x g ∘ f

x > 0 f 1 − lnx ≥ 0 lnx ≤ 1 ⟺ x ≤ e D ​ =g∘f (0, e]
(g ∘ f)(x) = ​1 − lnx

h(x) = eημx
2

h = f ​ ∘3 f ​ ∘2 f ​1 f ​(x) =1 x2 f ​(x) =2 ημx f ​(x) =3 ex
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να εξετά σετε αν είναι ίσες οι  και .

→ Λύση 1.2β/1

2

●○○

Αν  και , να βρείτε τις  και .
→ Λύση 1.2β/2

3

●●○

Αν  και , να βρείτε τη .

→ Λύση 1.2β/3

4

●●○

Να βρείτε συνά ρτηση  ώ στε , ό που .
→ Λύση 1.2β/4

5

●●●

Δίνεται  με  για κά θε . Να αποδείξετε ό τι  και
.

→ Λύση 1.2β/5

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Ξεχνάμε τον περιορισμό της εσωτερικής

Για  και , ο μαθητή ς γρά φει ✗ .

✓  Πρέπει  (για να ορίζεται η ) και , δηλαδή  . Άρα , με 
. Ο απλοποιημένος τύ πος «κρύ βει» τον περιορισμό  !

f(x) = ​

x
1 g(x) = ​

x−1
1 D ​ =g∘f R − {1}

x = 0 f ​ =
x
1  1 x = 1 D ​ =g∘f R − {0, 1} (g ∘

f)(x) = ​1−x
x x = 0

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Η σύ νθεση συναρτήσεων είναι πολύ  συχνό  θέμα στις Πανελλαδικές. Στο mathgreece.com θα βρεις
δωρεάν πλήρες φροντιστήριο με κατηγοριοποιημένες ασκήσεις σύ νθεσης.

Μάθημα 1.2β · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

f(x) = lnx2 g(x) = 2 lnx

f(x) = 2x + 1 g(x) = x −2 3 f ∘ g g ∘ f

f(x) = ​x g(x) = ln(x − 2) g ∘ f

f (f ∘ g)(x) = x +2 2x + 3 g(x) = x + 1

f : R → R f(x + y) = f(x) + f(y) x, y f(0) = 0
f(−x) = −f(x)
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∎

Όριο – Συνέχεια
συνάρτησης

Μ Α Θ Η Μ Α  1 . 3

Μονότονες συναρτήσεις – Ακρότατα –
Αντίστροφη συνάρτηση

Μονοτονία

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Μονοτονία με τον ορισμό

Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία η .

ΛΥΣΗ

. Για : , ά ρα (η  είναι γνησίως αύ ξουσα) 
, οπό τε  και . Η  είναι γνησίως

φθίνουσα.

Ακρότατα

Π.χ. η  έχει ολικό  μέγιστο  (αφού  ), ενώ  δεν έχει ελά χιστο. Μια
συνά ρτηση μπορεί να μην έχει κανένα ακρό τατο (π.χ. ).

ZQL3ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΟΡΙΣΜΟΣ — Γνησίως μονότονη συνάρτηση

Μια συνά ρτηση  λέγεται:

γνησίως αύξουσα σε ένα διά στημα  του πεδίου ορισμού  της, ό ταν για οποιαδή ποτε 
με  ισχύ ει ·

γνησίως φθίνουσα στο , ό ταν για οποιαδή ποτε  με  ισχύ ει .

Αν ισχύ ει  (αντίστοιχα ), η  λέγεται απλώ ς αύξουσα (φθίνουσα). Στην περίπτωση
που μια  είναι γνησίως αύ ξουσα (ή  φθίνουσα) σε όλο το πεδίο ορισμού  της, λέμε απλώ ς ό τι είναι
γνησίως αύ ξουσα (φθίνουσα).

f

Δ x ​,x ​ ∈1 2 Δ
x ​ <1 x ​2 f(x ​) <1 f(x ​)2

Δ x ​,x ​ ∈1 2 Δ x <1 x ​2 f(x ​) >1 f(x ​)2

f(x ​) ≤1 f(x ​)2 ≥ f

f

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Μονοτονία με τον ορισμό

Παίρνουμε  στο  και, ξεκινώ ντας από  αυτή  την ανισό τητα, «χτίζουμε» βή μα-βή μα τον τύ πο
της  (πολλαπλασιά ζουμε, προσθέτουμε, παίρνουμε ρίζες, λογαρίθμους…) προσέχοντας πό τε αλλά ζει η
φορά . Εναλλακτικά , εξετά ζουμε το πρό σημο της διαφορά ς . (Στο Κεφά λαιο 2 θα
βρίσκουμε τη μονοτονία πολύ  πιο εύ κολα με την παρά γωγο.)

x ​ <1 x ​2 Δ
f

f(x ​) −2 f(x ​)1

f(x) = 2 − ln(x + 1)

D ​ =f (−1, +∞) −1 < x ​ <1 x ​2 x ​ +1 1 < x ​ +2 1 ln ln(x ​ +1

1) < ln(x ​ +2 1) − ln(x ​ +1 1) > − ln(x ​ +2 1) f(x ​) >1 f(x ​)2 f

ΟΡΙΣΜΟΣ — Ολικά ακρότατα

Μια συνά ρτηση  με πεδίο ορισμού   λέμε ό τι:

παρουσιά ζει (ολικό) μέγιστο στο , ό ταν  για κά θε ·

παρουσιά ζει (ολικό) ελάχιστο στο , ό ταν  για κά θε .

f A

x ​ ∈0 A f(x) ≤ f(x ​)0 x ∈ A

x ​ ∈0 A f(x) ≥ f(x ​)0 x ∈ A

f(x) = 3 − (x − 1)2 f(1) = 3 (x − 1) ≥2 0
f(x) = x
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Συναρτήσεις «1–1»

x

y

1–1: κάθε οριζόντια ευθεία τέμνει τη C το πολύ μία φορά

x

y

όχι 1–1

Γεωμετρικά : η  είναι 1–1 αν καμία οριζόντια ευθεία δεν τέμνει τη  σε περισσό τερα από  ένα σημεία.

Αντίστροφη συνάρτηση

Αν η  είναι 1–1, τό τε για κά θε  του συνό λου τιμώ ν  υπά ρχει μοναδικό  με .
Έτσι ορίζεται μια νέα συνά ρτηση που «γυρίζει πίσω» από  το  στο .

ΟΡΙΣΜΟΣ — Συνάρτηση 1–1

Μια συνά ρτηση  λέγεται συνάρτηση 1–1 («ένα προς ένα») ό ταν για οποιαδή ποτε 
 ισχύ ει η συνεπαγωγή

ή , ισοδύ ναμα, .

f : A → R x ​,x ​ ∈1 2

A

x ​ =1  x ​ ⇒2 f(x ​) =1  f(x ​),2

f(x ​) =1 f(x ​) ⇒2 x ​ =1 x ​2

f C ​f

ΘΕΩΡΗΜΑ — Γνησίως μονότονη ⇒ 1–1

Αν μια συνά ρτηση είναι γνησίως μονότονη, τό τε είναι 1–1.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Έστω  γνησίως αύ ξουσα και , π.χ. . Τό τε , ά ρα . Όμοια για
γνησίως φθίνουσα.

f x ​ =1  x ​2 x ​ <1 x ​2 f(x ​) <1 f(x ​)2 f(x ​) =1  f(x ​)2

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Το αντίστροφο ΔΕΝ ισχύει

Υπά ρχουν συναρτή σεις 1–1 που δεν είναι γνησίως μονό τονες, π.χ.  για  και 
για . Επομένως, αν ζητείται «να δείξετε ό τι η  είναι 1–1», η μονοτονία είναι ένας (συχνό ς)
τρό πος, όχι ο μό νος.

f(x) = x x ≤ 0 f(x) = ​

x
1

x > 0 f

f : A → R y f(A) x ∈ A f(x) = y

y x
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x

y

−1 1 2 3 4 5

−1

1

2

3

4

5

O

(α, β)

(β, α)

Οι C_f και C_{f⁻¹} είναι συμμετρικές ως προς την y = x

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Αντίστροφη ρητής

Να βρεθεί η αντίστροφη της .

ΛΥΣΗ

.

1–1: Αν : 
, ά ρα .

Επίλυση: . Για :  (και είναι
). Για  αδύ νατο. Άρα  και

Η  είναι αντίστροφη του εαυτού  της! (Η  είναι συμμετρική  ως προς την .)

ΟΡΙΣΜΟΣ — Αντίστροφη συνάρτηση

Αν η  είναι 1–1, η αντίστροφη 
 ορίζεται από  την ισοδυναμία

Το πεδίο ορισμού  της  είναι το σύνολο τιμών της 
και το σύ νολο τιμώ ν της  είναι το πεδίο ορισμού της

. Ισχύ ει:

f : A → R f :−1 f(A) →
R

f(x) = y ⟺ f (y) =−1 x.

f−1 f

f−1

f

f (f(x)) =−1 x, x ∈ A και f(f (y)) =−1 y,  y ∈ f(

ΘΕΩΡΗΜΑ
— Συμμετρία των γραφικών
παραστάσεων

Οι γραφικές παραστά σεις των  και  είναι
συμμετρικές ως προς την ευθεία  (τη διχοτό μο
της 1ης και 3ης γωνίας των αξό νων).

f f−1

y = x

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Αν η  είναι γνησίως αύ ξουσα, τό τε και η  είναι γνησίως αύ ξουσα (το ίδιο για φθίνουσα).
Χαρακτηριστικό  ζεύ γος αντίστροφων:  και .

f f−1

f(x) = ex f (x) =−1 lnx

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Πώς βρίσκουμε την αντίστροφη

1. Αποδεικνύ ουμε ό τι η  είναι 1–1 (με τον ορισμό  ή  με μονοτονία).

2. Λύ νουμε την εξίσωση  ως προς · οι τιμές του  για τις οποίες έχει λύ ση (στο )
αποτελού ν το .

3. Γρά φουμε  και (συνή θως) αλλά ζουμε το γρά μμα: .

f

y = f(x) x y D ​f

f(A) = D ​f−1

f (y) =−1 … f (x) =−1 …

f(x) = ​

x − 1
x + 2

D ​ =f R − {1}

f(x ​) =1 f(x ​)2 (x ​ +1 2)(x ​ −2 1) = (x ​ +2 2)(x ​ −1 1) ⟺ −x ​ +1 2x ​ =2 −x ​ +2

2x ​ ⟺1 3x ​ =2 3x ​1 x ​ =1 x ​2

y = ​ ⟺
x−1
x+2 y(x − 1) = x + 2 ⟺ x(y − 1) = y + 2 y = 1 x = ​

y−1
y+2

= 1 y = 1 f(A) = R − {1}

f (x) =−1
​, x =

x − 1
x + 2

 1.

f C ​f y = x

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 · ΟΡΙΟ – ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ Μάθημα 1.3 · Μονότονες συναρτήσεις – Ακρότατα – Αντίστροφη…

21mathgreece.com · δωρεάν πλήρες φροντιστήριο Μαθηματικά Κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου · Πλήρες βοήθημα

https://mathgreece.com


∎

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Αντίστροφη εκθετικής

Να βρεθεί η αντίστροφη της .

ΛΥΣΗ

Η  είναι γνησίως αύ ξουσα (σύ νθεση γνησίως αυξουσώ ν και πρό σθεση σταθερά ς), ά ρα 1–1. 
, που έχει λύ ση μό νο για : , . Άρα

, .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Εξίσωση με 1–1

Να λυθεί η εξίσωση .

ΛΥΣΗ

Θεωρού με , γνησίως αύ ξουσα (ά θροισμα γνησίως αυξουσώ ν), ά ρα 1–1. Η εξίσωση
γρά φεται , οπό τε , δηλαδή  .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να μελετή σετε ως προς τη μονοτονία με τον ορισμό  την .
→ Λύση 1.3/1

2

●○○

Να βρείτε την αντίστροφη της .

→ Λύση 1.3/2

3

●●○

Να βρείτε την αντίστροφη της .
→ Λύση 1.3/3

4

●●○

Να αποδείξετε ό τι η  είναι 1–1 και να λύ σετε την εξίσωση .

→ Λύση 1.3/4

f(x) = e +2x 3

f y =
e +2x 3 ⟺ e =2x y − 3 y > 3 2x = ln(y − 3) x = ​ ln(y −2

1 3)
f (x) =−1

​ ln(x −2
1 3) x > 3

e +x x = e +3−x 3 − x

g(t) = e +t t

g(x) = g(3 − x) x = 3 − x x = ​2
3

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Σύγχυση  και 

✗ «Για  είναι .»

✓ Ο εκθέτης  εδώ  δεν σημαίνει αντίστροφο αριθμό . Η αντίστροφη συνά ρτηση της  είναι
 (η  διπλασιά ζει, η  υποδιπλασιά ζει).

f (x)−1
f(x)

1

f(x) = 2x f (x) =−1
​2x

1

−1 f(x) = 2x
f (x) =−1

​2
x f f−1

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Η αντίστροφη συνάρτηση και η χρήση της ιδιό τητας «1–1» για τη λύ ση εξισώ σεων είναι κλασικά  θέματα
εξετάσεων. Στο mathgreece.com θα βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο με πολλά  λυμένα θέματα.

Μάθημα 1.3 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

f(x) = 3 − 2 ​x

f(x) = 3x − 5

f(x) = ln(x − 1) + 2

f(x) = x +3 x + 1 f(x ) =2 f(4x − 3)
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5

●●○

Να βρείτε τα ακρό τατα της .

→ Λύση 1.3/5

6

●●●

Δίνεται γνησίως αύ ξουσα . Να λύ σετε την ανίσωση .

→ Λύση 1.3/6

f(x) = 2 + ​

x + 12

1

f : R → R f(x −2 2x) < f(3)
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x

y

ℓ₁

ℓ₂

x₀

Διαφορετικά πλευρικά όρια: το όριο δεν υπάρχει

Όριο – Συνέχεια
συνάρτησης

Μ Α Θ Η Μ Α  1 . 4

Όριο συνάρτησης στο x₀ ∈ ℝ

Η ιδέα του ορίου

x

y

x₀

ℓ

f(x₀) = ℓ

x

y

x₀

ℓ

x₀ ∉ D_f, όμως lim f = ℓ

x

y

x₀

ℓ

f(x₀) ≠ ℓ, όμως lim f = ℓ

Λέμε ό τι η  έχει στο  όριο τον πραγματικό  αριθμό  , και γρά φουμε

ό ταν οι τιμές  προσεγγίζουν όσο θέλουμε τον αριθμό  , για ό λα τα  (του πεδίου ορισμού ) που
βρίσκονται αρκούντως κοντά στο  και είναι διαφορετικά  από  αυτό .

Πλευρικά όρια

Αν οι τιμές  πλησιά ζουν το  ό ταν το  πλησιά ζει το  από
αριστερά ( ), γρά φουμε  (όριο από

αριστερά). Ανά λογα ορίζεται το όριο από δεξιά .

ZQL4ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

f x ​0 ℓ

​f(x) =
x→x ​0
lim ℓ,

f(x) ℓ x

x ​0

ΚΛΕΙΔΙ — Δύο πράγματα που πρέπει να θυμάσαι

1. Για να αναζητή σουμε ό ριο στο , η  πρέπει να ορίζεται «γύ ρω» από  το : σε σύ νολο της μορφή ς
, ή  , ή  . Δεν χρειά ζεται να ορίζεται στο ίδιο το .

2. Το ό ριο δεν εξαρτάται από  την τιμή   (αν υπά ρχει)· ό πως βλέπεις στα τρία σχή ματα, το ό ριο
είναι το ίδιο.

x ​0 f x ​0

(α,x ​) ∪0 (x ​,β)0 (α,x ​)0 (x ​,β)0 x ​0

f(x ​)0

f(x) ℓ ​1 x x ​0

x < x ​0 ​f(x) =
x→x ​0

−
lim ℓ ​1

​f(x)
x→x ​0

+
lim

ΘΕΩΡΗΜΑ — Όριο και πλευρικά όρια

Αν η  ορίζεται σε σύ νολο της μορφή ς ,
τό τε

f (α,x ​) ∪0 (x ​,β)0

​f(x) =
x→x ​0
lim ℓ ⟺ ​f(x) =

x→x ​0
−

lim ​f(x) =
x→x ​0

+
lim ℓ.
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∎

x

y

1 2 3 4
−1

1

O
∎

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Όριο συνάρτησης πολλαπλού τύπου

Δίνεται . Να βρεθεί, αν υπά ρχει, το .

ΛΥΣΗ

 και . Τα πλευρικά  ό ρια είναι ίσα, ά ρα

.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Απόλυτη τιμή

Να βρεθεί, αν υπά ρχει, το .

ΛΥΣΗ

Για : , οπό τε η παρά σταση ισού ται με
. Για  ισού ται με . Επομένως : το

ό ριο δεν υπάρχει.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Παράμετρος για ύπαρξη ορίου

Να βρεθεί το  ώ στε να υπά ρχει το , ό που .

ΛΥΣΗ

 και . Πρέπει , δηλαδή  .

ΘΕΩΡΗΜΑ — Χρήσιμες ισοδυναμίες

, .

​f(x) =
x→x ​0
lim ℓ ⟺ ​ (f(x) −

x→x ​0
lim ℓ) = 0

​f(x) =
x→x ​0
lim ℓ ⟺ ​f(x ​ +

h→0
lim 0 h) = ℓ

​x =
x→x ​0
lim x ​0 ​c =

x→x ​0
lim c

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Πότε κοιτάμε μόνο ένα πλευρικό όριο

Αν η  ορίζεται μό νο στη μία μεριά  του  (π.χ. η  στο , μό νο δεξιά ), τό τε το ό ριο στο 
ταυτίζεται με το αντίστοιχο πλευρικό : .

f x ​0 ​x x ​ =0 0 x ​0

​ ​ =
x→0
lim x ​ ​ =

x→0+
lim x 0

f(x) = ​ ​{x + 1,2

3x − 1,
x < 1
x ≥ 1

​f(x)
x→1
lim

​f(x) =
x→1−
lim ​(x +

x→1−
lim 2 1) = 2 ​f(x) =

x→1+
lim ​(3x −

x→1+
lim 1) = 2

​f(x) =
x→1
lim 2

​ ​

x→2
lim

x − 2
∣x − 2∣

x < 2 ∣x − 2∣ = −(x − 2)
−1 x > 2 1 ​ =

x→2−
lim −1 = 1 = ​

x→2+
lim

λ f(x)
x→0
lim f(x) = ​ ​{e + λ,x

λ x + 3,2

x < 0
x > 0

​f(x) =
x→0−
lim 1 + λ ​f(x) =

x→0+
lim 3 1 + λ = 3 λ = 2
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρείτε, αν υπά ρχει, το ό ριο στο  της .

→ Λύση 1.4/1

2

●○○

Να βρείτε τα πλευρικά  ό ρια της  στο .

→ Λύση 1.4/2

3

●●○

Να βρείτε τα  ώ στε , ό που .

→ Λύση 1.4/3

4

●●○

Αν , να βρείτε το .

→ Λύση 1.4/4

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Η τιμή στο x₀ δεν είναι το όριο

Για την  ο μαθητή ς γρά φει ✗ .

✓ Το ό ριο κοιτά ζει τις τιμές κοντά στο , όχι στο : .

f(x) = ​ ​{x + 1,
7,

x = 2
x = 2

​f(x) =
x→2
lim f(2) = 7

2 2 ​f(x) =
x→2
lim ​(x +

x→2
lim 1) = 3

Μάθημα 1.4 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

x ​ =0 3 f(x) = ​ ​{2x,
x − 3,2

x ≤ 3
x > 3

f(x) = ​

∣x∣
x − x2

0

α,β ​f(x) =
x→1
lim 4 f(x) = ​ ​{

αx + β,
2αx − β,2

x < 1
x > 1

​ (f(x) −
x→2
lim 3x) = 1 f(x)

x→2
lim
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Όριο – Συνέχεια
συνάρτησης

Μ Α Θ Η Μ Α  1 . 5 α

Ιδιότητες των ορίων – Υπολογισμός
ορίων

Όριο και διάταξη

Πράξεις με όρια

ZQL5ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΘΕΩΡΗΜΑ — Διατήρηση προσήμου

Αν , τό τε  κοντά  στο .

Αν , τό τε  κοντά  στο .

​f(x) >
x→x ​0
lim 0 f(x) > 0 x ​0

​f(x) <
x→x ​0
lim 0 f(x) < 0 x ​0

ΘΕΩΡΗΜΑ — Όριο και ανισότητες

Αν οι ,  έχουν ό ριο στο  και  κοντά  στο , τό τεf g x ​0 f(x) ≤ g(x) x ​0

​f(x) ≤
x→x ​0
lim ​g(x).

x→x ​0
lim

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Οι γνήσιες ανισότητες «χαλαρώνουν»

Αν  κοντά  στο , μπορού με να συμπερά νουμε μό νο ό τι  — όχι ό τι 
. Π.χ.  για , αλλά  και τα δύ ο ό ρια στο  είναι .

f(x) < g(x) x ​0 lim f ≤ lim g lim f <
lim g −x <2 x2 x = 0 0 0

ΘΕΩΡΗΜΑ — Όρια και πράξεις

Αν  και  ( ), τό τε:

1. 
2. 
3. 

4. , αν 

5. 
6. , αν  κοντά  στο 

7. 

​f(x) =
x→x ​0
lim ℓ ​1 ​g(x) =

x→x ​0
lim ℓ2 ℓ ​, ℓ ​ ∈1 2 R

lim(f + g) = ℓ ​ +1 ℓ ​2

lim(κf) = κℓ ​1

lim(f ⋅ g) = ℓ ​ℓ ​1 2

lim ​ =
g

f
​

ℓ ​2

ℓ ​1 ℓ ​ =2  0

lim ∣f ∣ = ∣ℓ ​∣1

lim ​ =κ f ​

κ ℓ ​1 f(x) ≥ 0 x ​0

lim[f ] =ν ℓ ​1
ν

ΠΟΡΙΣΜΑ — Πολυωνυμικές και ρητές συναρτήσεις

Για κά θε πολυώ νυμο : .

Για κά θε ρητή   με : .

P ​P (x) =
x→x ​0
lim P (x ​)0

​

Q
P Q(x ​) =0  0 ​ ​ =

x→x ​0
lim

Q(x)
P (x)

​

Q(x ​)0

P (x ​)0
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∎

∎

Η μορφή

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Παραγοντοποίηση με Horner

Να υπολογιστεί το .

ΛΥΣΗ

Αντικατά σταση: . Με Horner, . Επίσης
. Άρα

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Με συζυγή

Να υπολογιστεί το .

ΛΥΣΗ

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Βρίσκουμε το όριο μιας f από σχέση

Αν , να βρεθεί το .

ΛΥΣΗ

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Τα όρια «σπάνε» μόνο αν υπάρχουν

Η ιδιό τητα  προϋ ποθέτει ό τι υπάρχουν (ως πραγματικοί αριθμοί) τα 
και . Το  μπορεί να υπά ρχει χωρίς να υπά ρχουν τα επιμέρους ό ρια: π.χ. για ,

, είναι .

lim(f + g) = lim f + lim g lim f

lim g lim(f + g) f(x) = ​

x
1

g(x) = − ​

x
1 f + g = 0

​0
0

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Τεχνικές για την απροσδιοριστία 

1. Παραγοντοποίηση: αν , τό τε και τα δύ ο πολυώ νυμα έχουν παρά γοντα 
 (σχή μα Horner ή  ταυτό τητες). Απλοποιού με και αντικαθιστού με.

2. Συζυγής παράσταση: με ρίζες, πολλαπλασιά ζουμε με τη συζυγή : 
.

3. Απόλυτες τιμές: «σπά με» την από λυτη ανά λογα με το πρό σημο κοντά  στο  (συχνά  με πλευρικά
ό ρια).

​0
0

P (x ​) =0 Q(x ) =0 0 (x −
x ​)0

( ​ −A ​)( ​ +B A ​) =B A −
B

x ​0

​ ​

x→1
lim

x − 12

x − 3x + 23

​0
0 x −3 3x + 2 = (x − 1)(x +2 x − 2) = (x − 1) (x +2 2)

x −2 1 = (x − 1)(x + 1)

​ ​ =
x→1
lim

(x − 1)(x + 1)
(x − 1) (x + 2)2

​ ​ =
x→1
lim

x + 1
(x − 1)(x + 2)

​ =
2
0

0.

​ ​

x→3
lim

x − 92

​ − 2x + 1

​ =
x − 92

​ − 2x + 1
​ =

(x − 9)( ​ + 2)2 x + 1
(x + 1) − 4

​ =
(x − 3)(x + 3)( ​ + 2)x + 1

x − 3
​ →

(x + 3)( ​ + 2)x + 1
1

6 ⋅
1

​ ​ =
x→2
lim

x − 2
f(x) − 3

5 ​f(x)
x→2
lim
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∎

∎

Θέτουμε , οπό τε  κοντά  στο . Επομένως 
.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Παράμετρος ώστε να υπάρχει όριο

Να βρεθεί το  ώ στε να υπά ρχει στο  το , και να υπολογιστεί.

ΛΥΣΗ

Ο παρονομαστή ς τείνει στο . Αν το ό ριο είναι ένας αριθμό ς , τό τε 
, ά ρα , . Τό τε .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να υπολογίσετε: (α)  (β)  (γ) .

→ Λύση 1.5α/1

2

●○○

Να υπολογίσετε: (α)  (β) .

→ Λύση 1.5α/2

3

●●○

Να υπολογίσετε το .

→ Λύση 1.5α/3

g(x) = ​

x−2
f(x)−3 f(x) = 3 + (x − 2)g(x) 2 lim f(x) = 3 + 0 ⋅

5 = 3

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Η τεχνική της «βοηθητικής συνάρτησης»

Όταν δίνεται ό ριο μιας παρά στασης που περιέχει την ά γνωστη , ονομάζουμε την παρά σταση ,
λύνουμε ως προς  και παίρνουμε ό ρια. Είναι ίσως η πιο χρή σιμη τεχνική  στις ασκή σεις ορίων με
«αφηρημένη» .

f g(x)
f(x)

f

α R ​ ​

x→2
lim

x − 2
x + αx − 62

0 ℓ x +2 αx − 6 = (x − 2) ⋅
​ →

x−2
x +αx−62

0 ⋅ ℓ = 0 4 + 2α − 6 = 0 α = 1 ​ =
x−2

x +x−62
​ =

x−2
(x−2)(x+3)

x + 3 → 5

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Λάθος απλοποίηση

✗ .

✓ . Ελέγχε την παραγοντοποίηση πολλαπλασιά ζοντας πίσω.

​ =
x − 2
x − 42

x − 2

​ =
x − 2
x − 42

​ =
x − 2

(x − 2)(x + 2)
x + 2

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Στο mathgreece.com θα βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο με εκατοντάδες λυμένα ό ρια,
ταξινομημένα κατά  τεχνική .

Μάθημα 1.5α · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

​(2x −
x→−1
lim 3 x + 4) ​ ​

x→2
lim

x + 3
x + 12

​ ​

x→4
lim x + 92

​ ​

x→3
lim

x − 3x2

x − 92

​ ​

x→−2
lim

x − 42

x + 5x + 62

​ ​

x→0
lim

x

​ − ​1 + x 1 − x
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4

●●○

Να υπολογίσετε το .

→ Λύση 1.5α/4

5

●●○

Αν , να βρείτε τα  και .

→ Λύση 1.5α/5

6

●●●

Να βρείτε τα  ώ στε .

→ Λύση 1.5α/6

​ ​

x→1
lim

x − 13

x − 14

​ ​ =
x→1
lim

x − 1
f(x)

2 ​f(x)
x→1
lim ​

x→1
lim

x − 1
f(x) + x − 12

α,β ​ ​ =
x→1
lim

x − 1
αx + βx + 22

5
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x

y

−3 −2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

O

x²

−x²

Το κριτήριο παρεμβολής («σάντουιτς»)

ημxx

OO

Γιατί ημx/x → 1: για μικρό x, τόξο ≈ ημίτονο

Όριο – Συνέχεια
συνάρτησης

Μ Α Θ Η Μ Α  1 . 5 β

Κριτήριο παρεμβολής –
Τριγωνομετρικά όρια – Όριο σύνθετης

Το κριτήριο παρεμβολής

Το κριτή ριο είναι ιδιαίτερα χρή σιμο για συναρτή σεις που
«ταλαντεύ ονται», ό πως η : αφού  , ισχύ ει 

 και τα ό ρια των δύ ο ά κρων στο  είναι , ά ρα και το
ζητού μενο ό ριο είναι .

Τριγωνομετρικά όρια

ZQL6ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΘΕΩΡΗΜΑ — Κριτήριο παρεμβολής

Έστω  συναρτή σεις. Αν κοντά  στο  ισχύ ει

τό τε .

f , g,h x ​0

h(x) ≤ f(x) ≤ g(x) και ​h(x) =
x→x ​0
lim ​g(x) =

x→x ​0
lim ℓ,

​f(x) =
x→x ​0
lim ℓ

x ημ ​

2
x
1 ∣ημ ​∣ ≤

x
1 1 −x ≤2

x ημ ​ ≤2
x
1 x2 0 0

0

ΘΕΩΡΗΜΑ — Βασικά τριγωνομετρικά όρια

1.  για κά θε  (η ισό τητα μό νο για ).

2.  και .

3. 

4. 

∣ημx∣ ≤ ∣x∣ x ∈ R x = 0

​ημx =
x→x ​0
lim ημx ​0 ​συνx =

x→x ​0
lim συνx ​0

​ ​ =
x→0
lim

x

ημx
1

​ ​ =
x→0
lim

x

συνx − 1
0

ΑΠΟΔΕΙΞΗ — Απόδειξη της (4) από την (3)

∎

Για  κοντά  στο  (με ):x 0 συνx = −1

​ =
x

συνx − 1
​ =

x(συνx + 1)
(συνx − 1)(συνx + 1)

​ =
x(συνx + 1)

−ημ x2

− ​ ⋅
x

ημx
συν

η
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∎

∎

∎

Όριο σύνθετης συνάρτησης

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Τριγωνομετρικά όρια

Να υπολογιστού ν: (α)  (β)  (γ) .

ΛΥΣΗ

(α) . Με : . Άρα το ό ριο είναι .

(β) .

(γ) .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Κριτήριο παρεμβολής

Να υπολογιστεί το .

ΛΥΣΗ

, δηλαδή  . Επειδή  , από

το κριτή ριο παρεμβολή ς το ό ριο είναι .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Όριο σύνθετης

Να υπολογιστεί το .

ΛΥΣΗ

. Με  (και  για ): . Άρα το

ό ριο είναι .

ΘΕΩΡΗΜΑ — Όριο σύνθετης (μέθοδος αντικατάστασης)

Για να βρού με το :

1. θέτουμε  και βρίσκουμε  (αν υπά ρχει)·

2. βρίσκουμε  (αν υπά ρχει)·

3. τό τε, αν  κοντά στο , το ζητού μενο ό ριο είναι .

​f(g(x))
x→x ​0
lim

u = g(x) u ​ =0 ​g(x)
x→x ​0
lim

ℓ = ​f(u)
u→u ​0
lim

g(x) = u ​0 x ​0 ℓ

​ ​

x→0
lim

x

ημ3x
​ ​

x→0
lim

x

εφx
​ ​

x→0
lim

x2

1 − συνx

​ =
x

ημ3x
3 ⋅ ​

3x
ημ3x

u = 3x → 0 ​ →
u

ημu 1 3

​ =
x

εφx
​ ⋅

x

ημx
​ →

συνx
1

1 ⋅ 1 = 1

​ =
x2

1 − συνx
​ =

x (1 + συνx)2

1 − συν x2
​ ​ →(

x

ημx
)

2

1 + συνx
1

1 ⋅ ​ =
2
1

​

2
1

​x συν ​

x→0
lim

x

1

​x συν ​ =
x
1 ∣x∣ ​συν ​ ​ ≤

x
1 ∣x∣ −∣x∣ ≤ x συν ​ ≤

x
1 ∣x∣ ​(−∣x∣) =

x→0
lim ​ ∣x∣ =

x→0
lim 0

0

​ ​

x→1
lim

x − 1
ημ(x − 1)2

​ =
x − 1

ημ(x − 1)2

​ ⋅
x − 12

ημ(x − 1)2

(x + 1) u = x −2 1 → 0 u = 0 x = ±1 ​ →
u

ημu 1

1 ⋅ 2 = 2
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Κριτήριο παρεμβολής με «αφηρημένη» f

Αν  για κά θε , να βρεθού ν τα  και .

ΛΥΣΗ

 και τα ά κρα τείνουν στο : . Για , διαιρώ ντας με :
· για  η φορά  αντιστρέφεται, αλλά  τα ά κρα είναι πά λι . Και στις

δύ ο περιπτώ σεις τα ά κρα τείνουν στο , ά ρα .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να υπολογίσετε: (α)  (β) .

→ Λύση 1.5β/1

2

●●○

Να υπολογίσετε το .

→ Λύση 1.5β/2

3

●●○

Να υπολογίσετε το .

→ Λύση 1.5β/3

4

●●○

Να υπολογίσετε το .

→ Λύση 1.5β/4

5

●●●

Αν  για κά θε , να βρείτε το .

→ Λύση 1.5β/5

∣f(x) − 2x∣ ≤ x2 x ∈ R ​f(x)
x→0
lim ​ ​

x→0
lim

x

f(x)

2x − x ≤2 f(x) ≤ 2x + x2 0 lim f(x) = 0 x > 0 x

2 − x ≤ ​ ≤
x

f(x) 2 + x x < 0 2 ± x

2 lim ​ =x
f(x) 2

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — «ημ x / x = ημ»

✗ .

✓  Το  δεν είναι γινό μενο « »· είναι το ημίτονο του αριθμού  . Η σωστή  τεχνική  είναι να
δημιουργή σουμε τη μορφή   με .

​ =
x

ημ3x
ημ3

ημ3x ημ ⋅ 3x 3x
​

u
ημu u = 3x

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Το  μόνο στο 0

✗ .

✓ Το βασικό  ό ριο ισχύ ει μό νο για . Στο  η συνά ρτηση είναι συνεχή ς και απλώ ς αντικαθιστού με:
.

​ →
x

ημx 1

​ ​ =
x→π
lim

x

ημx
1

x → 0 π

​ =
π

ημπ 0

Μάθημα 1.5β · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

​ ​

x→0
lim

ημ2x
ημ5x

​ ​

x→0
lim

ημx
x2

​x ημ ​

x→0
lim 2

x2

1

​ ​

x→0
lim

x

ημx − x συνx

​ ​

x→0
lim

x2

ημ 2x2

x −2 x ≤4 xf(x) ≤ x +2 x4 x ​ ​

x→0
lim

x

f(x)
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Όριο – Συνέχεια
συνάρτησης

Μ Α Θ Η Μ Α  1 . 6

Μη πεπερασμένο όριο στο x₀ ∈ ℝ

Όταν οι τιμές «εκρήγνυνται»

x

y

−3 −2 −1 1 2 3

1

2

3

4

5

6

O

lim 1/x² = +∞ στο 0

x

y

−3 −2 −1 1 2 3

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

O

1/x: −∞ από αριστερά, +∞ από δεξιά

Όταν οι τιμές της  γίνονται όσο μεγάλες θέλουμε για  αρκού ντως κοντά  στο , γρά φουμε 

. Ανά λογα ορίζεται το  και τα πλευρικά  ά πειρα ό ρια.

ZQL7ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

f x x ​0 ​f(x) =
x→x ​0
lim

+∞ −∞

ΘΕΩΡΗΜΑ — Ιδιότητες

Αν , τό τε  κοντά  στο · αν , τό τε  κοντά  στο .

Αν , τό τε .

Αν  και  κοντά  στο , τό τε · αν , τό τε .

Αν  ή  , τό τε .

Αν , τό τε .

lim f = +∞ f(x) > 0 x ​0 lim f = −∞ f(x) < 0 x ​0

lim f = ±∞ lim ​ =
f

1
0

lim f = 0 f(x) > 0 x ​0 lim ​ =
f

1
+∞ f(x) < 0 lim ​ =

f

1
−∞

lim f = +∞ −∞ lim ∣f ∣ = +∞

lim f = +∞ lim ​ =κ f +∞

ΚΛΕΙΔΙ — Βασικά άπειρα όρια

​ ​ =
x→0
lim

x2ν

1
+∞, ​ ​ =

x→0−
lim

x2ν+1

1
−∞, ​ ​ =

x→0+
lim

x2ν+1

1
+∞,

​ lnx =
x→0+
lim −∞, ​εφx =

x→(π/2)−
lim +∞.
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Πράξεις με άπειρα όρια

Αν και τότε 

απροσδιόριστη μορφή

Αν και τότε 

 (ομό σημα) /  (ετερό σημα)

απροσδιόριστη μορφή

Η μορφή με

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Άπειρα όρια

Να βρεθού ν: (α)  (β) .

ΛΥΣΗ

(α) Ο παρονομαστή ς  με θετικές τιμές, ο αριθμητή ς : το ό ριο είναι .

(β) Ο αριθμητή ς . Για : , ά ρα . Για : . Τα πλευρικά
διαφέρουν, ά ρα το ό ριο στο  δεν υπάρχει.

lim f = lim g = lim(f + g) =

ℓ ∈ R +∞ +∞

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

+∞ −∞

lim f = lim g = lim(f ⋅ g) =

ℓ > 0 ±∞ ±∞

ℓ < 0 ±∞ ∓∞

±∞ ±∞ +∞ −∞

0 ±∞

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Οι απροσδιόριστες μορφές

Οι μορφές , ,  και  είναι απροσδιόριστες: το αποτέλεσμα εξαρτά ται από

τις συγκεκριμένες συναρτή σεις και χρειά ζεται «δουλειά » (παραγοντοποίηση, συζυγή ς, κ.λπ.) για να
βρεθεί.

(+∞) + (−∞) 0 ⋅ (±∞) ​

0
0

​

±∞
±∞

​0
α α = 0

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Όριο ρητής όταν μηδενίζεται μόνο ο παρονομαστής

Αν  και , τό τε το ό ριο του  είναι  ή   (ή  δεν υπά ρχει). Το
πρό σημο το καθορίζει το πρόσημο του  κοντά στο  — γι' αυτό  συνή θως εξετά ζουμε πλευρικά
όρια.

limP (x) = α = 0 limQ(x) = 0 ​

Q
P +∞ −∞

Q(x) x ​0

​ ​

x→2
lim

(x − 2)2

3
​ ​

x→1
lim

x − 1
x + 1

→ 0 = 3 > 0 +∞

→ 2 > 0 x → 1− x − 1 < 0 −∞ x → 1+ +∞
1
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∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Ρητή με παράγοντα στο τετράγωνο

Να βρεθεί το .

ΛΥΣΗ

. Κοντά  στο :  και , ά ρα ο παρονομαστή ς είναι
αρνητικός και τείνει στο . Ο αριθμητή ς . Πηλίκο αρνητικού  προς «αρνητικό  μηδέν»:

.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Παράμετρος

Να βρεθεί το  ώ στε  — και να εξεταστεί τι γίνεται για ά λλες τιμές.

ΛΥΣΗ

Ο αριθμητή ς τείνει στο  για κάθε  και ο παρονομαστή ς στο  με θετικές τιμές. Άρα το ό ριο
είναι  για κάθε . (Η παρά μετρος δεν επηρεά ζει το ό ριο, γιατί ο ό ρος 
μηδενίζεται.)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρείτε: (α)  (β)  (γ) .

→ Λύση 1.6/1

2

●●○

Να βρείτε τα πλευρικά  ό ρια της  στο .

→ Λύση 1.6/2

​ ​

x→−1
lim

x + 2x + x3 2

x − 2

x +3 2x +2 x = x(x + 1)2 −1 x < 0 (x + 1) >2 0
0 → −3 < 0

+∞

λ ​ ​ =
x→0
lim

x2

(λ − 1)x + 2
+∞

2 > 0 λ 0
+∞ λ ∈ R (λ − 1)x

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — «α/0 = ∞» χωρίς πρόσημο

✗ .

✓ Πρέπει να εξετά σουμε το πρό σημο του παρονομαστή  από  κάθε πλευρά : εδώ  τα πλευρικά  ό ρια είναι
 και , οπό τε το ό ριο δεν υπάρχει.

​ ​ =
x→1
lim

x − 1
x + 1

∞

−∞ +∞

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Τα άπειρα ό ρια και οι απροσδιό ριστες μορφές χρειάζονται πολλή  εξάσκηση. Στο mathgreece.com θα
βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο με κατηγοριοποιημένες ασκήσεις και λύ σεις.

Μάθημα 1.6 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

​ ​

x→0
lim

x2

x − 5
​ ​

x→3+
lim

3 − x

1
​ ​ + lnx

x→0+
lim (

x

1
)

f(x) = ​

x − 42

x + 12

x ​ =0 2
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3

●●○

Να βρείτε το .

→ Λύση 1.6/3

4

●●●

Να βρείτε τα  για τα οποία .

→ Λύση 1.6/4

​ ​ − ​

x→1
lim (

x − 1
1

x − 12

2 )

α ∈ R ​ ​ =
x→2
lim

(x − 2)2

αx − 1
−∞
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Όριο – Συνέχεια
συνάρτησης

Μ Α Θ Η Μ Α  1 . 7

Όριο συνάρτησης στο άπειρο

Όριο όταν το x μεγαλώνει απεριόριστα

x

y

ℓ

lim f(x) = ℓ στο +∞: οριζόντια «σταθεροποίηση»

x

y

lim f(x) = +∞ στο +∞

Αν η  ορίζεται σε διά στημα , γρά φουμε  ό ταν οι τιμές  πλησιά ζουν ό σο θέλουμε

τον  για αρκετά  μεγά λα , και  ό ταν οι τιμές γίνονται ό σο μεγά λες θέλουμε. Ανά λογα

ορίζονται τα ό ρια για . Οι ιδιό τητες των ορίων (πρά ξεις, διά ταξη, κριτή ριο παρεμβολή ς) ισχύ ουν
και εδώ .

Όρια με ρίζες στο άπειρο

ZQL8ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

f (α, +∞) ​f(x) =
x→+∞
lim ℓ f(x)

ℓ x ​f(x) =
x→+∞
lim +∞

x → −∞

ΚΛΕΙΔΙ — Βασικά όρια στο άπειρο

·  αν  ά ρτιος,  αν  περιττό ς.

.

Πολυώνυμο:  (κυριαρχεί ο μεγιστοβά θμιος ό ρος).

Ρητή:  (λόγος μεγιστοβά θμιων ό ρων).

Εκθετική: αν : , · αν  αντίστροφα.

Λογαριθμική: αν : , .

​x =
x→+∞
lim ν +∞ ​x =

x→−∞
lim ν +∞ ν −∞ ν

​ ​ =
x→±∞
lim

xν
1

0

​(α ​x +
x→±∞
lim ν

ν ⋯ + α ​) =0 ​α ​x
x→±∞
lim ν

ν

​ ​ =
x→±∞
lim

β ​x + …κ
κ

α ​x + …ν
ν

​ ​

x→±∞
lim

β ​xκ κ

α ​xν
ν

α > 1 ​α =
x→+∞
lim x +∞ ​α =

x→−∞
lim x 0 0 < α < 1

α > 1 ​ log ​x =
x→+∞
lim α +∞ ​ log ​x =

x→0+
lim α −∞

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Ο κανόνας του μεγιστοβάθμιου όρου ισχύει ΜΟΝΟ στο ±∞

Στο  δεν «κρατά με» μό νο τον μεγιστοβά θμιο ό ρο! Επίσης ο κανό νας αφορά  πολυώνυμα και
ρητές· για ρίζες ή  εκθετικές χρειά ζεται ά λλη τεχνική  (κοινό ς παρά γοντας).

x ​ ∈0 R

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Τεχνικές με ρίζες

1. Κοινός παράγοντας τη μεγαλύ τερη δύ ναμη μέσα στη ρίζα: 

. Προσοχή:  στο , αλλά   στο !

2. Αν προκύ ψει  με ρίζες, πολλαπλασιά ζουμε με τη συζυγή.

​ =x + 3x2
​ =x 1 + ​

2 (
x
3 )

∣x∣ ​1 + ​

x
3 ∣x∣ = x +∞ ∣x∣ = −x −∞

∞ − ∞
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∎
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Ρητές στο άπειρο

Να βρεθού ν: (α)  (β)  (γ) .

ΛΥΣΗ

(α) . (β) . (γ) .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Με ρίζα και συζυγή

Να βρεθού ν: (α)  (β) .

ΛΥΣΗ

(α) Μορφή  . Συζυγή ς:

(β) Εδώ  , οπό τε . Με συζυγή :

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Εκθετικές στο άπειρο

Να βρεθού ν: (α)  (β) .

ΛΥΣΗ

(α) Διαιρού με με : .

(β) Για :  και , ά ρα .

Όριο ακολουθίας

Μια ακολουθία είναι μια συνά ρτηση με πεδίο ορισμού  το , . Το ό ριό  της (ό ταν )

ορίζεται και υπολογίζεται ό πως το ό ριο συνά ρτησης στο . Π.χ. .

​ ​

x→+∞
lim

2x + 52

3x − x + 12

​ ​

x→−∞
lim

x + x2

x − 13

​ ​

x→+∞
lim

x − 32

4x + 1

​
=2x2

3x2
​2

3
​
=

x2
x

3
x → −∞ ​ =

x2
4x

​ →
x
4 0

​ − x
x→+∞
lim ( x + 4x2 ) ​ ​ + x

x→−∞
lim ( x + 4x2 )

∞ − ∞

​ =
​ + xx + 4x2

x + 4x − x2 2
​ =

x ​ + x1 + ​

x
4

4x
​ →

​ + 11 + ​

x
4

4
​ =

2
4

2.

x < 0 ​ =x + 4x2 ∣x∣ ​ =1 + ​

x
4 −x ​1 + ​

x
4

​ =
​ − xx + 4x2

4x
​ =

−x ​ − x1 + ​

x
4

4x
​ →

− ​ − 11 + ​

x
4

4
−2.

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Το |x| στο −∞

✗ .

✓ Στο  είναι , ά ρα το ό ριο είναι .

​ ​ =
x→−∞
lim

x

​x + 12
lim ​ =

x

x ​1 + 1/x2
1

−∞ ​ =x2 ∣x∣ = −x lim ​ =x

−x ​1+1/x2

−1

​ ​

x→+∞
lim

3 − 1x

3 + 2x x

​ ​

x→−∞
lim

3 − 1x

3 + 2x x

3x ​ →
1 − (1/3)x
1 + (2/3)x

​ =
1 − 0
1 + 0

1

x → −∞ 3 →x 0 2 →x 0 ​ =
0 − 1
0 + 0

0

N∗ α ​ =ν f(ν) ν → +∞

+∞ lim ​ =
ν + 3

2ν + 1
2
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρείτε: (α)  (β) .

→ Λύση 1.7/1

2

●○○

Να βρείτε: (α)  (β)  (γ) .

→ Λύση 1.7/2

3

●●○

Να βρείτε το .

→ Λύση 1.7/3

4

●●○

Να βρείτε το .

→ Λύση 1.7/4

5

●●●

Να βρείτε τα  ώ στε .

→ Λύση 1.7/5

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Στο mathgreece.com θα βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο με ό λα τα «κό λπα» για ό ρια στο άπειρο
(ρίζες, εκθετικές, τριγωνομετρικές με κριτήριο παρεμβολή ς).

Μάθημα 1.7 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

​(2x −
x→−∞
lim 3 5x +2 1) ​ ​

x→+∞
lim

3x + x2

5 − x2

​e
x→+∞
lim −x

​ ln ​

x→+∞
lim

x

1
​ ​

x→−∞
lim ( 2

1 )x

​ ​ − ​

x→+∞
lim ( x + x + 12 x − x2 )

​ ​

x→+∞
lim

x

ημx

α,β ​ ​ − αx − β =
x→+∞
lim ( x + 2x2 ) 0
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Όριο – Συνέχεια
συνάρτησης

Μ Α Θ Η Μ Α  1 . 8 α

Συνέχεια συνάρτησης

Ορισμός

Μια συνά ρτηση δεν είναι συνεχή ς στο  ό ταν: (α) δεν υπά ρχει το ό ριο στο , ή  (β) υπά ρχει αλλά
είναι διαφορετικό  από  το .

x

y

x₀

Συνεχής στο x₀

x

y

x₀

Όριο ≠ f(x₀)

x

y

x₀

Δεν υπάρχει όριο

Ποιες συναρτήσεις είναι συνεχείς

ZQL9ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΟΡΙΣΜΟΣ — Συνέχεια σε σημείο

Έστω  μια συνά ρτηση και  ένα σημείο του πεδίου ορισμού  της. Η  λέγεται συνεχής στο  ό ταν

Η  λέγεται συνεχής ό ταν είναι συνεχή ς σε κά θε σημείο του πεδίου ορισμού  της.

f x ​0 f x ​0

​f(x) =
x→x ​0
lim f(x ​).0

f

x ​ ∈0 D ​f x ​0

f(x ​)0

ΘΕΩΡΗΜΑ — Οι βασικές συναρτήσεις είναι συνεχείς

Οι πολυωνυμικές, οι ρητές, η , οι , , η , η  και η  είναι συνεχείς (στο πεδίο
ορισμού  τους).

Αν οι ,  είναι συνεχείς στο , τό τε συνεχείς στο  είναι και οι , , ,  (με ), 
,  (με  κοντά  στο ).

Σύνθεση: αν η  είναι συνεχή ς στο  και η  συνεχή ς στο , τό τε η  είναι συνεχή ς στο .

​x ημx συνx εφx αx log ​xα

f g x ​0 x ​0 f + g cf fg ​

g
f g(x ​) =0  0 ∣f ∣

​

ν f f ≥ 0 x ​0

f x ​0 g f(x ​)0 g ∘ f x ​0

ΟΡΙΣΜΟΣ — Συνέχεια σε διάστημα

Η  είναι συνεχή ς σε ανοικτό  διά στημα  ό ταν είναι συνεχή ς σε κά θε σημείο του.

Η  είναι συνεχή ς σε κλειστό διά στημα  ό ταν είναι συνεχή ς στο  και επιπλέον

f (α,β)

f [α,β] (α,β)

​f(x) =
x→α+
lim f(α) και ​f(x) =

x→β−
lim f(β).
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∎

∎

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Συνέχεια συνάρτησης πολλαπλού τύπου

Να βρεθεί το  ώ στε η  να είναι συνεχή ς.

ΛΥΣΗ

Για  η  είναι ρητή , ά ρα συνεχή ς. Στο : . Συνέχεια σημαίνει

, δηλαδή  .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Δύο παράμετροι

Να βρεθού ν τα  ώ στε η  να είναι συνεχή ς στο .

ΛΥΣΗ

Πρέπει :  και , ά ρα , .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Συνέχεια «αφηρημένης» συνάρτησης

Αν  για κά θε , να αποδειχθεί ό τι η  είναι συνεχή ς στο .

ΛΥΣΗ

Για : , ά ρα . Επίσης  και τα ά κρα , οπό τε
.

α f(x) = ​ ​ ​⎩⎨
⎧

​,
x − 2
x − 42

α,

x = 2

x = 2

x = 2 f 2 ​f(x) =
x→2
lim ​(x +

x→2
lim 2) = 4

f(2) = 4 α = 4

α,β f(x) = ​ ​ ​

⎩
⎨
⎧αx + 1,

3,
x + β,2

x < 1
x = 1
x > 1

1

​f =
x→1−
lim ​f =

x→1+
lim f(1) α + 1 = 3 1 + β = 3 α = 2 β = 2

∣f(x) − 1∣ ≤ ∣x∣ x f 0

x = 0 ∣f(0) − 1∣ ≤ 0 f(0) = 1 1 − ∣x∣ ≤ f(x) ≤ 1 + ∣x∣ → 1
​f(x) =

x→0
lim 1 = f(0)

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Συνέχεια σε σημείο εκτός πεδίου

✗ «Η  είναι ασυνεχή ς στο .»

✓  Η συνέχεια (και η ασυνέχεια) εξετά ζεται μόνο σε σημεία του πεδίου ορισμού. Η  είναι συνεχής
συνά ρτηση (σε ό λο το )· στο  απλώ ς δεν ορίζεται.

f(x) = ​

x
1 0

​

x
1

R∗ 0
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να εξετά σετε αν είναι συνεχή ς στο  η .

→ Λύση 1.8α/1

2

●○○
Να βρείτε το  ώ στε η  να είναι συνεχή ς.

→ Λύση 1.8α/2

3

●●○

Να αποδείξετε ό τι αν  για κά θε  και η  είναι συνεχή ς στο , τό τε .
→ Λύση 1.8α/3

4

●●●

Δίνεται  με  για κά θε , συνεχή ς στο . Να αποδείξετε ό τι είναι
συνεχή ς σε κά θε .

→ Λύση 1.8α/4

Μάθημα 1.8α · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

0 f(x) = ​ ​{
​,

x

ημx

1,

x = 0

x = 0

κ f(x) = ​ ​ ​⎩⎨
⎧e + κ,x

​,
x

​ − 3x + 9
x ≤ 0

x > 0

xf(x) = ημx x f 0 f(0) = 1

f : R → R f(x + y) = f(x) + f(y) x, y 0
x ​0
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x

y

α

βx₀

Θεώρημα Bolzano: ετερόσημες τιμές ⇒ ρίζα

Όριο – Συνέχεια
συνάρτησης

Μ Α Θ Η Μ Α  1 . 8 β

Θεωρήματα συνεχών συναρτήσεων σε
διάστημα

Το θεώρημα του Bolzano

Γεωμετρικά : αν η καμπύ λη μιας συνεχού ς συνά ρτησης ξεκινά
κά τω από  τον ά ξονα  και καταλή γει πά νω από  αυτό ν (ή
αντίστροφα), τό τε τον τέμνει τουλά χιστον μία φορά .

Το θεώρημα ενδιάμεσων τιμών

ZQL10ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεώρημα του Bolzano

Έστω μια συνά ρτηση , ορισμένη σε κλειστό  διά στημα
. Αν:

η  είναι συνεχής στο  και

,

τό τε υπά ρχει ένα τουλάχιστον  τέτοιο ώ στε
. Δηλαδή  η εξίσωση  έχει μία

τουλά χιστον ρίζα στο ανοικτό  διά στημα .

f

[α,β]

f [α,β]

f(α) ⋅ f(β) < 0

x ​ ∈0 (α,β)
f(x ​) =0 0 f(x) = 0

(α,β)

x x′

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Οι προϋποθέσεις είναι απαραίτητες

Χωρίς συνέχεια το θεώ ρημα δεν ισχύ ει: η  στο  έχει  αλλά  καμία
ρίζα (και φυσικά  δεν ορίζεται καν στο ).

Το θεώ ρημα εξασφαλίζει ύπαρξη, όχι μοναδικότητα: μπορεί να υπά ρχουν περισσό τερες ρίζες. Για
μοναδικό τητα χρειαζό μαστε επιπλέον γνήσια μονοτονία.

Αν , δεν σημαίνει ό τι δεν υπά ρχει ρίζα!

f(x) = ​

x
1 [−1, 1] f(−1)f(1) < 0

0

f(α)f(β) > 0

ΠΟΡΙΣΜΑ — Πρόσημο συνεχούς συνάρτησης

Αν η  είναι συνεχή ς σε ένα διά στημα  και δεν μηδενίζεται σε αυτό , τό τε διατηρεί σταθερό
πρόσημο στο . Επομένως, ανά μεσα σε δύ ο διαδοχικές ρίζες μιας συνεχού ς συνά ρτησης, το πρό σημό
της είναι σταθερό  — αρκεί να το βρού με σε ένα σημείο.

f Δ
Δ

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεώρημα ενδιάμεσων τιμών

Έστω  συνεχή ς στο  με . Τό τε, για κάθε αριθμό   μεταξύ  των  και ,
υπά ρχει ένας τουλά χιστον  τέτοιος ώ στε .

f [α,β] f(α) = f(β) η f(α) f(β)
x ​ ∈0 (α,β) f(x ​) =0 η

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

Έστω . Θεωρού με τη , . Η  είναι συνεχή ς στο  και
, . Από  το θεώ ρημα Bolzano υπά ρχει  με

f(α) < η < f(β) g(x) = f(x) − η x ∈ [α,β] g [α,β]
g(α) = f(α) − η < 0 g(β) = f(β) − η > 0 x ​ ∈0 (α,β)
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x

y

η

f(α)

f(β)

Κάθε τιμή η ανάμεσα στα f(α), f(β) «πιάνεται»

∎

Θεώρημα μέγιστης και ελάχιστης τιμής

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Ύπαρξη ρίζας

Να αποδειχθεί ό τι η εξίσωση  έχει ακριβώ ς μία ρίζα, η οποία βρίσκεται στο .

ΛΥΣΗ

Ύπαρξη: Η  είναι συνεχή ς στο  (πολυωνυμική ), με  και
. Από  Bolzano υπά ρχει ρίζα στο .

Μοναδικότητα: Για :  και , ά ρα . Η  είναι γνησίως
αύ ξουσα, ά ρα 1–1, οπό τε η ρίζα είναι μοναδική  (σε ό λο το ).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Κοινό σημείο δύο καμπυλών

Να αποδειχθεί ό τι οι  και  των  και  τέμνονται σε ένα σημείο με τετμημένη
στο .

∎, δηλαδή  .g(x ​) =0 0 f(x ​) =0 η

ΠΟΡΙΣΜΑ — Η εικόνα διαστήματος

Η εικό να  ενό ς διαστήματος  μέσω μιας συνεχούς και
μη σταθερή ς συνά ρτησης είναι διάστημα.

f(Δ) Δ

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεώρημα μέγιστης και ελάχιστης τιμής

Αν η  είναι συνεχής σε κλειστό διά στημα , τό τε
παίρνει στο  μια μέγιστη τιμή   και μια ελάχιστη τιμή

. Δηλαδή  υπά ρχουν  με , 
 και  για κά θε . Συνεπώ ς

.

f [α,β]
[α,β] M

m x ​,x ​ ∈1 2 [α,β] f(x ​) =1 m f(x ​) =2

M m ≤ f(x) ≤ M x ∈ [α,β]
f([α,β]) = [m,M ]

ΚΛΕΙΔΙ — Εικόνα διαστήματος μέσω γνησίως μονότονης και συνεχούς f

 γνησίως αύξουσα  γνησίως φθίνουσα

ό που  και  (τα ά κρα μπορεί να είναι και ).

Δ f f

[α,β] [f(α), f(β)] [f(β), f(α)]

(α,β) (A,B) (B,A)

[α,β) [f(α),B) (B, f(α)]

(α,β] (A, f(β)] [f(β),A)

A = ​f(x)
x→α+
lim B = ​f(x)

x→β−
lim ±∞

x +3 x − 1 = 0 (0, 1)

f(x) = x +3 x − 1 [0, 1] f(0) = −1 < 0
f(1) = 1 > 0 (0, 1)

x ​ <1 x ​2 x ​ <1
3 x ​2

3 x ​ <1 x ​2 f(x ​) <1 f(x ​)2 f

R

C ​f C ​g f(x) = ex g(x) = 2 − x

(0, 1)
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∎

∎

∎

ΛΥΣΗ

Θεωρού με , συνεχή ς στο , με  και 
. Από  Bolzano υπά ρχει  με , δηλαδή  .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Πρόσημο ανάμεσα σε ρίζες

Να βρεθεί το πρό σημο της  στο .

ΛΥΣΗ

Ρίζες: , δηλαδή   και . Η  είναι συνεχή ς, οπό τε έχει σταθερό  πρό σημο σε
καθένα από  τα , , . Δοκιμές: , , 
. Άρα  στο πρώ το και στο τρίτο διά στημα,  στο μεσαίο.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Σύνολο τιμών με μονοτονία

Να βρεθεί το σύ νολο τιμώ ν της , .

ΛΥΣΗ

Η  είναι συνεχή ς και γνησίως αύ ξουσα (ά θροισμα των γνησίως αυξουσώ ν  και  στο
).  και . Άρα 

. (Συνεπώ ς η εξίσωση  έχει ακριβώ ς μία λύ ση για κά θε .)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Ύπαρξη  με «αφηρημένη» f

Έστω  συνεχή ς στο  με  για κά θε . Να αποδειχθεί ό τι υπά ρχει  με 
 (σταθερό  σημείο).

ΛΥΣΗ

h(x) = f(x) − g(x) = e +x x − 2 [0, 1] h(0) = −1 < 0 h(1) =
e − 1 > 0 x ​ ∈0 (0, 1) h(x ​) =0 0 f(x ​) =0 g(x ​)0

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Πώς δουλεύουμε με το Bolzano

1. Μεταφέρουμε ό λους τους ό ρους της εξίσωσης στο ένα μέλος και ορίζουμε  «αυτό  που μένει»
(προσοχή  αν υπά ρχουν παρονομαστές: τους «διώ χνουμε» πρώ τα).

2. Επιλέγουμε κατάλληλο κλειστό  διά στημα .

3. Ελέγχουμε (και γράφουμε) τη συνέχεια της  στο .

4. Υπολογίζουμε ,  και δείχνουμε ό τι είναι ετερό σημα.

5. Για μοναδικό τητα: γνή σια μονοτονία (με ορισμό  ή , αργό τερα, με παρά γωγο).

h(x) =

[α,β]

h [α,β]

h(α) h(β)

f(x) = ημx − συνx [0, 2π]

εφx = 1 x = ​4
π x = ​4

5π f

0, ​[ 4
π ) ​, ​( 4

π
4

5π ) ​, 2π( 4
5π ] f(0) = −1 < 0 f ​ =( 2

π ) 1 > 0 f(2π) = −1 < 0
f < 0 f > 0

f(x) = lnx − ​

x

1
x > 0

f lnx − ​

x
1

(0, +∞) ​f(x) =
x→0+
lim −∞ − ∞ = −∞ ​f(x) =

x→+∞
lim +∞ − 0 = +∞ f((0, +∞)) = R

f(x) = κ κ ∈ R

ξ

f [0, 1] 0 ≤ f(x) ≤ 1 x ξ ∈ [0, 1] f(ξ) =
ξ
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∎

Θεωρού με , συνεχή ς στο .  και . Αν
 ή  , τελειώ σαμε (  ή  ). Αλλιώ ς  και από  Bolzano

υπά ρχει  με .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να αποδείξετε ό τι η εξίσωση  έχει μία τουλά χιστον ρίζα στο .

→ Λύση 1.8β/1

2

●○○

Να αποδείξετε ό τι η εξίσωση  έχει ακριβώ ς μία ρίζα στο .
→ Λύση 1.8β/2

3

●●○

Να αποδείξετε ό τι η εξίσωση  έχει ρίζα στο .

→ Λύση 1.8β/3

4

●●○

Να βρείτε το σύ νολο τιμώ ν της  στο διά στημα  και στο .

→ Λύση 1.8β/4

5

●●○

Να βρείτε το πρό σημο της  σε ό λο το , χρησιμοποιώ ντας τις ρίζες και τη συνέχεια.
→ Λύση 1.8β/5

6

●●●

Έστω  συνεχή ς στο  με  και . Να αποδείξετε ό τι υπά ρχει  τέτοιο
ώ στε .

→ Λύση 1.8β/6

7

●●●

Έστω  συνεχή ς στο . Να αποδείξετε ό τι υπά ρχει  τέτοιο ώ στε .

→ Λύση 1.8β/7

g(x) = f(x) − x [0, 1] g(0) = f(0) ≥ 0 g(1) = f(1) − 1 ≤ 0
g(0) = 0 g(1) = 0 ξ = 0 ξ = 1 g(0) > 0 > g(1)

ξ ∈ (0, 1) g(ξ) = 0

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Bolzano σε ανοικτό διάστημα

✗ «Η  είναι συνεχή ς στο  με , ά ρα από  Bolzano…»

✓ Το θεώ ρημα απαιτεί συνέχεια στο κλειστό . Αν η  ορίζεται μό νο στο ανοικτό , χρησιμοποιού με
ό ρια στα ά κρα ή  διαλέγουμε μικρό τερο κλειστό  διά στημα μέσα στο .

f (α,β) f(α)f(β) < 0

[α,β] f

(α,β)

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Τα θεωρήματα Bolzano, ενδιάμεσων τιμώ ν και μέγιστης–ελάχιστης τιμή ς εμφανίζονται σχεδό ν κάθε
χρό νο στις Πανελλαδικές. Στο mathgreece.com θα βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο με ό λες τις
κατηγορίες ασκήσεων.

Μάθημα 1.8β · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

x −4 3x + 1 = 0 (0, 1)

lnx = 3 − x (1, e)

​ +
x − 1

1
​ =

x − 2
1

0 (1, 2)

f(x) = e +x x3 [0, 1] R

f(x) = x −3 4x R

f [1, 3] f(1) = 3 f(3) = 1 ξ ∈ (1, 3)
f(ξ) = 2

f [α,β] ξ ∈ [α,β] f(ξ) = ​

2
f(α) + f(β)
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Όριο – Συνέχεια
συνάρτησης

Ε Π Α Ν Α Λ Η Ψ Η  Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο Υ  1

Επαναληπτικά θέματα: Όριο –
Συνέχεια

Ο «χάρτης» του κεφαλαίου

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Θέμα τύπου Πανελλαδικών

Δίνεται η συνά ρτηση , . (α) Να αποδειχθεί ό τι η  είναι γνησίως αύ ξουσα και
να βρεθεί το σύ νολο τιμώ ν της. (β) Να λυθεί η εξίσωση . (γ) Να αποδειχθεί ό τι η 

αντιστρέφεται και να λυθεί η εξίσωση . (δ) Να βρεθεί το , αν είναι γνωστό  ό τι

.

ΛΥΣΗ

(α) Για :  και . Προσθέτοντας, : γνησίως αύ ξουσα.
Είναι συνεχή ς, με  και , ά ρα .

(β) Παρατηρού με ό τι . Επειδή  η  είναι 1–1 (γνησίως μονό τονη), η 
είναι η μοναδική ρίζα.

(γ) Ως 1–1, η  αντιστρέφεται, με . .

(δ) .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Θέμα τύπου Πανελλαδικών με συνέχεια και Bolzano

Δίνεται συνεχή ς  με , . Να αποδειχθεί ό τι: (α) υπά ρχει  με

· (β) υπά ρχει  τέτοιο ώ στε .

ZQL11ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΣΥΝΟΨΗ — Τι πρέπει να ξέρεις να κάνεις

Δεξιότητα Μάθημα

Πεδίο ορισμού , σύ νολο τιμώ ν, γραφικές παραστάσεις, σχετική  θέση 1.2α

Ισό τητα, πράξεις, σύ νθεση συναρτήσεων 1.2β

Μονοτονία, ακρό τατα, 1–1, αντίστροφη 1.3

Όρια: αντικατάσταση, , πλευρικά , παρεμβολή , τριγωνομετρικά , σύ νθετη 1.4 – 1.5β

Άπειρα ό ρια, απροσδιό ριστες μορφές, ό ρια στο 1.6 – 1.7

Συνέχεια, Bolzano, ενδιάμεσες τιμές, μέγιστη–ελάχιστη, σύ νολο τιμώ ν 1.8α – 1.8β

​0
0

±∞

f(x) = e +x x − 1 x ∈ R f

f(x) = 0 f

f (x) =−1 1 ​ ​

x→0
lim

x

f(x)

​ ​
=

x→0
lim

x

e − 1x

1

x <1 x ​2 e <x ​1 ex ​2 x ​ −1 1 < x ​ −2 1 f(x ​) <1 f(x ​)2

​f(x) =
x→−∞
lim 0 − ∞ = −∞ ​f(x) =

x→+∞
lim +∞ f(R) = R

f(0) = 1 + 0 − 1 = 0 f x = 0

f D ​ =f−1 f(R) = R f (x) =−1 1 ⟺ x = f(1) = e

​ =
x

f(x)
​ +

x

e − 1x

1 → 1 + 1 = 2

f : [0, 2] → R f(0) = 1 f(2) = 5 ξ ∈ (0, 2)

f(ξ) = ξ + 2 x ​ ∈0 [0, 2] f(x ​) =0 ​

3
f(0) + f(1) + f(2)
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ΛΥΣΗ

(α) Θεωρού με , συνεχή ς στο  (διαφορά  συνεχώ ν). 
 και . Από  το θεώ ρημα Bolzano υπά ρχει  με , δηλαδή

.

(β) Η  είναι συνεχή ς στο κλειστό  , ά ρα (θεώ ρημα μέγιστης–ελά χιστης) έχει ελά χιστη τιμή  
και μέγιστη . Τό τε , ά ρα . Επειδή  

, η τιμή  αυτή  «πιά νεται»: υπά ρχει  με την ιδιό τητα.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να υπολογίσετε: (α)  (β)  (γ) .

→ Λύση Επ. 1/1

2

●●○

Να βρείτε την αντίστροφη της .

→ Λύση Επ. 1/2

3

●●○
Να βρείτε τα  ώ στε η  να είναι συνεχή ς.

→ Λύση Επ. 1/3

4

●●○

Να αποδείξετε ό τι η εξίσωση  έχει ακριβώ ς μία ρίζα στο .

→ Λύση Επ. 1/4

5

●●●

Αν , να βρείτε το .

→ Λύση Επ. 1/5

6

●●●

Έστω  συνεχή ς στο  με  για κά θε  και . Να βρείτε τον τύ πο της .

→ Λύση Επ. 1/6

k(x) = f(x) − x − 2 [0, 2] k(0) = 1 − 2 = −1 <
0 k(2) = 5 − 4 = 1 > 0 ξ ∈ (0, 2) k(ξ) = 0
f(ξ) = ξ + 2

f [0, 2] m

M m ≤ f(0), f(1), f(2) ≤ M m ≤ ​ ≤3
f(0)+f(1)+f(2)

M f([0, 2]) =
[m,M ] x ​ ∈0 [0, 2]

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Όταν η βοηθητική συνάρτηση μηδενίζεται σε άκρο

Το θεώ ρημα Bolzano χρειά ζεται γνήσια ετερό σημες τιμές στα ά κρα. Αν η βοηθητική  συνά ρτηση
μηδενίζεται σε ένα ά κρο, το θεώ ρημα δεν δίνει ρίζα στο ανοικτό διά στημα. Σε τέτοιες περιπτώ σεις
ψά χνουμε ά λλο διά στημα ή  ά λλη μέθοδο.

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Θέλεις ολοκληρωμένα επαναληπτικά  διαγωνίσματα στα ό ρια και στη συνέχεια, σε επίπεδο
Πανελλαδικώ ν; Θα τα βρεις στο mathgreece.com — πλήρες και δωρεάν φροντιστήριο.

Μάθημα Επ. 1 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

​ ​

x→2
lim

x − 2
x − 83

​ ​

x→+∞
lim

x + x2

2x − 32
​ ​

x→0
lim

x

ημ4x

f(x) = ​

e + 1x

e − 1x

α,β f(x) = ​ ​ ​⎩⎨
⎧

​,
x − 1

x + αx + β2

3,

x = 1

x = 1

x e =x 1 (0, 1)

​ ​ =
x→0
lim

x

f(x)
3 ​ ​

x→0
lim

x + f(x)
f(x) + ημx

f R f (x) =2 1 + x2 x f(0) = −1 f
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Διαφορικός Λογισμός

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο

Τα μαθήματα του κεφαλαίου

2.1 Η έννοια της παραγώγου

2.2 Παραγωγίσιμες συναρτήσεις –
Παράγωγος συνάρτηση

2.3 Κανόνες παραγώγισης

2.4 Ρυθμός μεταβολής

2.5 Θεώρημα Rolle – Θεώρημα Μέσης
Τιμής

2.6 Συνέπειες του Θεωρήματος Μέσης
Τιμής

2.7 Τοπικά ακρότατα συνάρτησης

2.8 Κυρτότητα – Σημεία καμπής

2.9 Ασύμπτωτες – Κανόνες De
L'Hospital

2.10 Μελέτη και χάραξη της γραφικής
παράστασης μιας συνάρτησης

Επ. 2 Επαναληπτικά θέματα
Διαφορικού Λογισμού

Τι θα κατακτήσεις

Να βρίσκεις παραγώγους με τον ορισμό
και με τους κανόνες, και εξισώσεις
εφαπτομένων.
Να λύνεις προβλήματα ρυθμού μεταβολής.
Να εφαρμόζεις τα θεωρήματα Rolle, Μέσης
Τιμής και τις συνέπειές τους.
Να μελετάς μονοτονία, ακρότατα,
κυρτότητα και σημεία καμπής.
Να βρίσκεις ασύμπτωτες και όρια με τους
κανόνες De L'Hospital.
Να μελετάς πλήρως και να σχεδιάζεις τη
γραφική παράσταση μιας συνάρτησης.

Η παράγωγος είναι ίσως η σπουδαιό τερη έννοια
που θα συναντήσεις στα σχολικά  Μαθηματικά . Με
αυτήν περιγράφουμε την κλίση μιας καμπύ λης,
την ταχύ τητα ενό ς κινητού , τον ρυθμό  με τον
οποίο αλλάζει οποιοδήποτε μέγεθος. Στο
κεφάλαιο αυτό  ορίζουμε την παράγωγο,
μαθαίνουμε να την υπολογίζουμε και, κυρίως, τη
χρησιμοποιού με: με τα θεωρήματα Rolle και
Μέσης Τιμή ς μελετάμε μονοτονία, ακρό τατα,
κυρτό τητα, ασύ μπτωτες και φτάνουμε στην
πλήρη μελέτη και χάραξη της γραφική ς
παράστασης μιας συνάρτησης.

Συμπληρωματικό υλικό, βίντεο και επιπλέον ασκήσεις για το Κεφάλαιο 2: mathgreece.com



x

y

A(x₀, f(x₀))

ε

Οι τέμνουσες AM τείνουν στην εφαπτομένη ε

Διαφορικός
Λογισμός

Μ Α Θ Η Μ Α  2 . 1

Η έννοια της παραγώγου

Το πρόβλημα της εφαπτομένης

Έστω  ένα σημείο της  και  ένα
ά λλο σημείο της. Η τέμνουσα  έχει συντελεστή  διεύ θυνσης

Όταν το  κινείται πά νω στη  και πλησιά ζει το  (δηλαδή
), η τέμνουσα τείνει σε μια οριακή  θέση, την

εφαπτομένη της  στο .

Το πρόβλημα της στιγμιαίας ταχύτητας

Αν  είναι η θέση ενό ς κινητού  που κινείται ευθύ γραμμα, η μέση ταχύτητα στο  είναι  και η
στιγμιαία ταχύτητα τη χρονική  στιγμή   είναι

Ο ορισμός της παραγώγου

Ισοδύ ναμα, θέτοντας :

ZQL12ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

A(x ​, f(x ​))0 0 C ​f M(x, f(x))
AM

λ ​ =AM ​.
x − x ​0

f(x) − f(x ​)0

M C ​f A

x → x ​0

C ​f A

ΟΡΙΣΜΟΣ — Εφαπτομένη

Αν υπά ρχει το  και είναι πραγματικό ς

αριθμό ς , τό τε εφαπτομένη της  στο σημείο
 ορίζουμε την ευθεία που διέρχεται από  το 

και έχει συντελεστή  διεύ θυνσης .

​ ​

x→x ​0
lim

x − x ​0

f(x) − f(x )0

λ C ​f

A(x ​, f(x ​))0 0 A

λ

S(t) [t ​, t]0 ​

t−t ​0

S(t)−S(t ​)0

t ​0

υ(t ​) =0 ​ ​.
t→t ​0
lim

t − t ​0

S(t) − S(t ​)0

ΟΡΙΣΜΟΣ — Παράγωγος σε σημείο

Μια συνά ρτηση  λέμε ό τι είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο  του πεδίου ορισμού  της, αν υπά ρχει
το

και είναι πραγματικός αριθμός. Το ό ριο αυτό  λέγεται παράγωγος της  στο  και συμβολίζεται
.

f x ​0

​ ​

x→x ​0
lim

x − x ​0

f(x) − f(x ​)0

f x ​0

f (x ​)′
0

x = x ​ +0 h

f (x ​) =′
0 ​ ​.

h→0
lim

h

f(x ​ + h) − f(x ​)0 0
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x

y

−2 −1 1 2

1

2

O

Η |x| είναι συνεχής αλλά όχι παραγωγίσιμη στο 0

Παραγωγισιμότητα και συνέχεια

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Παράγωγος με τον ορισμό

Να βρεθεί με τον ορισμό  η παρά γωγος της  στο  και η εφαπτομένη της  στο
.

ΚΛΕΙΔΙ — Εξίσωση εφαπτομένης

Αν η  είναι παραγωγίσιμη στο , η εφαπτομένη της  στο  έχει εξίσωση

Η  είναι η κλίση της  στο .

f x ​0 C ​f A(x ​, f(x ​))0 0

y − f(x ​) =0 f (x ​) (x −′
0 x ​).0

f (x ​)′
0 C ​f A

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Πλευρικές παράγωγοι

Αν το  είναι εσωτερικό  σημείο, η  είναι παραγωγίσιμη στο  αν και μό νο αν υπά ρχουν τα πλευρικά
ό ρια , , είναι πραγματικοί αριθμοί και είναι ίσα. Αυτό  χρησιμοποιείται

κυρίως σε συναρτή σεις πολλαπλού  τύ που και σε από λυτες τιμές.

x ​0 f x ​0

​ ​

x→x ​0
−

lim
x−x ​0

f(x)−f(x ​)0
​ ​

x→x ​0
+

lim
x−x ​0

f(x)−f(x ​)0

ΘΕΩΡΗΜΑ — Παραγωγίσιμη ⇒ συνεχής

Αν μια συνά ρτηση  είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο , τό τε είναι και συνεχής στο σημείο αυτό .f x ​0

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Για  έχουμε , οπό τε

Άρα , δηλαδή  η  είναι συνεχή ς στο .

x = x ​0 f(x) − f(x ​) =0 ​ ⋅
x − x ​0

f(x) − f(x ​)0 (x − x ​)0

[f(x) −
x→x0
lim f(x ​)] =0 ​ ​ ⋅

x→x ​0
lim

x − x ​0

f(x) − f(x ​)0
​(x −

x→x ​0
lim x ​) =0 f (x ​) ⋅′

0 0 = 0.

​f(x) =
x→x ​0
lim f(x ​)0 f x ​0

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Το αντίστροφο ΔΕΝ ισχύει

Η  είναι συνεχή ς στο , αλλά   έχει πλευρικά
ό ρια  και : δεν είναι παραγωγίσιμη στο  (η  έχει
«γωνία»). Χρή σιμη συνέπεια: αν μια  δεν είναι συνεχή ς στο

, τό τε δεν είναι παραγωγίσιμη εκεί.

f(x) = ∣x∣ 0 ​

x−0
∣x∣−0

−1 1 0 C ​f

f

x ​0

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Κατακόρυφη εφαπτομένη

Αν η  είναι συνεχή ς στο  και  (ή

), ορίζουμε ως εφαπτομένη της  στο  την
κατακόρυφη ευθεία . Π.χ. η  έχει στο

 κατακό ρυφη εφαπτομένη τον ά ξονα .

f x ​0 ​ ​ =
x→x ​0
lim

x−x ​0

f(x)−f(x ​)0 +∞

−∞ C ​f A

x = x ​0 f(x) = ​x

(0, 0) y y′

f(x) = x −2 3x x ​ =0 2 C ​f

(2, f(2))
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ΛΥΣΗ

. . Άρα  και η

εφαπτομένη είναι , δηλαδή  .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Παραγωγισιμότητα συνάρτησης πολλαπλού τύπου

Να εξεταστεί αν είναι παραγωγίσιμη στο  η .

ΛΥΣΗ

. Από  αριστερά : . Από  δεξιά : . Τα πλευρικά  ό ρια είναι
ίσα, ά ρα . (Η ευθεία  είναι ακριβώ ς η εφαπτομένη της παραβολή ς στο ,
οπό τε η «ένωση» είναι λεία.)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Παράμετροι για παραγωγισιμότητα

Να βρεθού ν τα  ώ στε η  να είναι παραγωγίσιμη στο .

ΛΥΣΗ

Αναγκαία συνθήκη: συνέχεια.  και , ά ρα .

Ίσες πλευρικές παράγωγοι. Από  αριστερά : 
(χρησιμοποιή σαμε ). Από  δεξιά :  (θα το δικαιολογή σουμε και ως 

). Άρα : , .

f(2) = −2 ​ =
x − 2

f(x) − f(2)
​ =

x − 2
x − 3x + 22

​ =
x − 2

(x − 1)(x − 2)
x − 1 → 1 f (2) =′ 1

y + 2 = x − 2 y = x − 4

1 f(x) = ​ ​{x ,2

2x − 1,
x ≤ 1
x > 1

f(1) = 1 ​ =x−1
x −12

x + 1 → 2 ​ =
x−1

2x−1−1 2 → 2
f (1) =′ 2 y = 2x − 1 (1, 1)

α,β f(x) = ​ ​{
αx + β,2

lnx + 2,
x < 1
x ≥ 1

1

​f =
x→1−
lim α + β f(1) = 2 α + β = 2

​ =x−1
αx +β−22

​ =
x−1

α(x −1)2

α(x + 1) → 2α
β − 2 = −α ​ →

x−1
ln x 1 (lnx) (1) =′

1 2α = 1 α = ​2
1 β = ​2

3

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Παραγωγισιμότητα σε σημείο «αλλαγής τύπου»

1. Ελέγχουμε πρώ τα τη συνέχεια (αν δεν είναι συνεχή ς, δεν είναι ού τε παραγωγίσιμη).

2. Υπολογίζουμε τα δύο πλευρικά όρια του λόγου μεταβολή ς , χρησιμοποιώ ντας το σωστό
 (από  τον τύ πο που ισχύ ει στο ).

3. Αν είναι ίσα και πραγματικοί αριθμοί, η κοινή  τιμή  είναι η .

​

x−x ​0

f(x)−f(x ​)0

f(x ​)0 x ​0

f (x ​)′
0

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Παραγωγίζουμε τους τύπους χωριστά

Για την  του Παραδείγματος 2 ο μαθητή ς γρά φει ✗ «Για  είναι , ά ρα .»

✓ Το συμπέρασμα έτυχε να είναι σωστό , η μέθοδος ό μως όχι: στο σημείο αλλαγής τύπου η παρά γωγος
υπολογίζεται με τον ορισμό (πλευρικά  ό ρια). Αν, π.χ., ο δεύ τερος τύ πος ή ταν , η  δεν θα ή ταν
καν συνεχή ς στο !

f x ≤ 1 f (x) =′ 2x f (1) =′ 2

2x + 5 f

1

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 · ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ Μάθημα 2.1 · Η έννοια της παραγώγου

53mathgreece.com · δωρεάν πλήρες φροντιστήριο Μαθηματικά Κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου · Πλήρες βοήθημα

https://mathgreece.com


ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρείτε με τον ορισμό  την παρά γωγο της  στο .

→ Λύση 2.1/1

2

●○○

Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της  στο σημείο , υπολογίζοντας την 
με τον ορισμό .

→ Λύση 2.1/2

3

●●○

Να εξετά σετε αν η  είναι παραγωγίσιμη στο .
→ Λύση 2.1/3

4

●●○

Να εξετά σετε αν είναι παραγωγίσιμη στο  η .

→ Λύση 2.1/4

5

●●○

Αν η  είναι συνεχή ς στο  και , να βρείτε τα  και .

→ Λύση 2.1/5

6

●●●

Να βρείτε τα  ώ στε η  να είναι παραγωγίσιμη στο .

→ Λύση 2.1/6

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Στο mathgreece.com θα βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο με κινού μενα σχήματα για την τέμνουσα
που γίνεται εφαπτομένη και πολλές ασκήσεις παραγωγισιμό τητας.

Μάθημα 2.1 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

f(x) = ​

x

1
x ​ =0 2

f(x) = x3 (1, 1) f (1)′

f(x) = ∣x − 2∣(x + 1) 2

0 f(x) = x∣x∣

f 1 ​ ​ =
x→1
lim

x − 1
f(x) − 3

4 f(1) f (1)′

α,β f(x) = ​ ​{e + α,x

βx + 2,
x ≤ 0
x > 0

0
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Διαφορικός
Λογισμός

Μ Α Θ Η Μ Α  2 . 2

Παραγωγίσιμες συναρτήσεις –
Παράγωγος συνάρτηση

Η παράγωγος συνάρτηση

x

y

−2 −1 1 2

−3

−2

−1

1

2

3

4

O

f
f′

Η f(x) = x³ − 3x (συνεχής) και η παράγωγός της f′(x) = 3x² − 3 (διακεκομμένη): όπου f′ > 0 η f ανεβαίνει, όπου f′ < 0 κατεβαίνει

ZQL13ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΟΡΙΣΜΟΣ — Παράγωγος συνάρτηση

Η  λέγεται παραγωγίσιμη ό ταν είναι παραγωγίσιμη σε κά θε σημείο του πεδίου ορισμού  της, και
παραγωγίσιμη σε ένα ανοικτό διάστημα  ό ταν είναι παραγωγίσιμη σε κά θε σημείο του.

Η  είναι παραγωγίσιμη στο κλειστό  ό ταν είναι παραγωγίσιμη στο  και επιπλέον
υπά ρχουν (ως πραγματικοί αριθμοί) τα  και .

Αν  είναι το σύ νολο των σημείων ό που η  είναι παραγωγίσιμη, η συνά ρτηση , 
, λέγεται (πρώτη) παράγωγος της . Η παρά γωγος της  λέγεται δεύτερη παράγωγος 

κ.ο.κ. ( , ).

f

(α,β)

f [α,β] (α,β)
​ ​

x→α+
lim

x−α
f(x)−f(α)

​ ​

x→β−
lim

x−β
f(x)−f(β)

A ​1 f f :′ A ​ →1 R x ↦
f (x)′ f f ′ f ′′

f (ν) ν ≥ 3
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Οι παράγωγοι των βασικών συναρτήσεων

ΚΛΕΙΔΙ — Πίνακας βασικών παραγώγων

Πεδίο

, , 

f(x) f (x)′

c 0 R

x 1 R

xν ν ∈ N ν ≥ 2 νxν−1 R

​x ​

2 ​x

1
(0, +∞)

ημx συνx R

συνx −ημx R

ex ex R

lnx
​

x

1
(0, +∞)

ΑΠΟΔΕΙΞΗ — Απόδειξη για τη xν

∎

Για :  (ταυτό τητα ). Όταν , καθένας από

τους  ό ρους τείνει στο , ά ρα το ό ριο είναι .

x = x ​0 ​
=

x − x ​0

x − x ​

ν
0
ν

x +ν−1 x x ​ +ν−2
0 ⋯ + x ​0

ν−1 α −ν βν x → x ​0

ν x ​0
ν−1 νx ​0

ν−1

ΑΠΟΔΕΙΞΗ — Απόδειξη για τη ​x

∎

Για  και :

Η  δεν είναι παραγωγίσιμη στο :  (κατακό ρυφη εφαπτομένη).

x ​ >0 0 x = x ​0

​ =
x − x ​0

​ − ​x x ​0
​ =

(x − x ​)( ​ + ​)0 x x ​0

( ​ − )( ​ + ​)x x0 x x ​0
​ →

​ + ​x x ​0

1
​.

2 ​x ​0

1

​x 0 ​ =
x

​x
​ →
​x

1 +∞

ΑΠΟΔΕΙΞΗ — Απόδειξη για την ημx

∎

Για :

Από  τα βασικά  τριγωνομετρικά  ό ρια, ό ταν  η παρά σταση τείνει στο .
Όμοια βρίσκουμε .

h = 0

​ =
h

ημ(x + h) − ημx
​ =

h

ημx συνh + συνx ημh − ημx ημx ⋅ ​ +
h

συνh − 1 συνx ⋅ ​.
h

ημh

h → 0 ημx ⋅ 0 + συνx ⋅ 1 = συνx
(συνx) =′ −ημx

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Για τις  και 

Η από δειξη στηρίζεται στο ό ριο , το οποίο δεχό μαστε. Τό τε .

ex lnx

​ =
h→0
lim

h
e −1h

1 ​ =
h

e −ex+h x

e ​ →x
h

e −1h

ex
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∎

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Εφαπτομένη με πίνακα

Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της  στο σημείο με τετμημένη , και να εξεταστεί αν
διέρχεται από  την αρχή  των αξό νων.

ΛΥΣΗ

, . Εφαπτομένη: , δηλαδή  . Για  δίνει 
: δεν διέρχεται από  την αρχή .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Παραγωγισιμότητα της |f|

Να βρεθεί η παρά γωγος της , ό που ορίζεται.

ΛΥΣΗ

Για : , . Για : , . Στο :
: από  αριστερά  , από  δεξιά  , ά ρα όχι παραγωγίσιμη. Όμοια στο .

Άρα  για ,  για .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρείτε την εφαπτομένη της  στο  και της  στο .

→ Λύση 2.2/1

2

●●○

Να βρείτε σε ποιο σημείο της , , η εφαπτομένη διέρχεται από  την αρχή  των αξό νων.
→ Λύση 2.2/2

3

●●○

Να βρείτε τη δεύ τερη και την τρίτη παρά γωγο της .

→ Λύση 2.2/3

4

●●●

Να βρείτε τα σημεία της , , στα οποία η εφαπτομένη είναι παρά λληλη στην ευθεία 
, καθώ ς και τις εξισώ σεις τους.

→ Λύση 2.2/4

f(x) = ​x 4

f(4) = 2 f (4) =′
​4

1 y − 2 = ​(x −4
1 4) y = ​ +4

x 1 x = 0 y = 1 = 0

f(x) = ∣x −2 1∣

∣x∣ > 1 f(x) = x −2 1 f (x) =′ 2x ∣x∣ < 1 f(x) = 1 − x2 f (x) =′ −2x x = 1
​ =

x−1
∣x −1∣2

∣x + 1∣ ​

x−1
∣x−1∣ → −2 → 2 −1

f (x) =′ 2x ∣x∣ > 1 f (x) =′ −2x ∣x∣ < 1

Μάθημα 2.2 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

f(x) = ημx (0, 0) g(x) = ex (0, 1)

C ​f f(x) = lnx

f(x) = x +4 ημx

C ​f f(x) = x3 y =
12x + 5

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 · ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ Μάθημα 2.2 · Παραγωγίσιμες συναρτήσεις – Παράγωγος συνάρτ…

57mathgreece.com · δωρεάν πλήρες φροντιστήριο Μαθηματικά Κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου · Πλήρες βοήθημα

https://mathgreece.com


Διαφορικός
Λογισμός

Μ Α Θ Η Μ Α  2 . 3

Κανόνες παραγώγισης

Άθροισμα, γινόμενο, πηλίκο

Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης

ZQL14ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΘΕΩΡΗΜΑ — Κανόνες παραγώγισης

Αν οι ,  είναι παραγωγίσιμες στο  και , τό τε:

1. 
2. 
3. 

4. , με 

f g x c ∈ R

(f + g) (x) =′ f (x) +′ g (x)′

(cf) (x) =′ c f (x)′

(f ⋅ g) (x) =′ f (x)g(x) +′ f(x)g (x)′

​ (x) =(
g

f
)

′

​

[g(x)]2
f (x)g(x) − f(x)g (x)′ ′

g(x) = 0

ΑΠΟΔΕΙΞΗ — Απόδειξη του (1)

∎
​ =

h

(f + g)(x + h) − (f + g)(x)
​ +

h

f(x + h) − f(x)
​ →

h

g(x + h) − g(x)
f (x) +′ g (x).′

ΠΟΡΙΣΜΑ — Χρήσιμες παράγωγοι από τους κανόνες

, δηλαδή   ( ).

 και .

(x ) =−ν ′ −νx−ν−1 =(
xν
1

)
′

− ​

xν+1

ν
x = 0

(εφx) =′
​

συν x2

1
(σφx) =′ − ​

ημ x2

1

ΘΕΩΡΗΜΑ — Κανόνας της αλυσίδας

Αν η  είναι παραγωγίσιμη στο  και η  παραγωγίσιμη στο , τό τε η  είναι παραγωγίσιμη στο
 και

Με τον συμβολισμό  του Leibniz: αν  και , τό τε .

g x f g(x) f ∘ g
x

(f(g(x))) =
′

f (g(x)) ⋅′ g (x).′

y = f(u) u = g(x) ​ =
dx

dy
​ ⋅

du

dy
​

dx

du

ΘΕΩΡΗΜΑ — Τρεις σημαντικές παράγωγοι (αποδεικνύονται με τον κανόνα της αλυσίδας)

1. , για  και .

2. , για .

3. , για .

(x ) =α ′ αxα−1 α ∈ R − Z x > 0

(α ) =x ′ α lnαx α > 0

(ln ∣x∣) =′
​

x

1
x = 0

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

(1) , ά ρα .x =α eα ln x (x ) =α ′ e ⋅α ln x
​ =

x
α x ⋅α

​ =
x
α αxα−1
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∎

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Κανόνες

Να βρεθού ν οι παρά γωγοι: (α)  (β)  (γ) .

ΛΥΣΗ

(α) .

(β) .

(γ) .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Σύνθετες

Να βρεθού ν οι παρά γωγοι: (α)  (β)  (γ)  (δ) 
(ε) .

ΛΥΣΗ

(α) . (β) . (γ) . (δ) . (ε)  ( ).

∎

(2) , ά ρα .

(3) Για : . Για : , ά ρα .

α =x ex ln α (α ) =x ′ e ⋅x ln α lnα = α lnαx

x > 0 (lnx) =′
​

x
1 x < 0 ln ∣x∣ = ln(−x) (ln(−x)) =′

​ ⋅−x
1 (−1) = ​

x
1

ΚΛΕΙΔΙ — Πίνακας παραγώγων σύνθετων ( )

Συνάρτηση Παράγωγος

$\ln u $

u = u(x)

uα αu uα−1 ′

​u ​

2 ​u

u′

eu e uu ′

αu α lnα ⋅u u′

​

u

u′

ημu συνu ⋅ u′

συνu −ημu ⋅ u′

εφu
​

συν u2

u′

f(x) = x e3 x f(x) = ​

x2

lnx
f(x) = εφx − x

3x e +2 x x e =3 x x e (3 +2 x x)

​ =
x4

​x − 2x lnx
x
1 2

​ =
x4

x(1 − 2 lnx)
​

x3

1 − 2 lnx

​ −συν x2

1
1 = ​ =

συν x2

1 − συν x2

εφ x2

f(x) = ​x + 52 f(x) = eημx f(x) = ln(1 + e )2x f(x) = 2x
2

f(x) = x ​2

​ =
2 ​x + 52

2x
​

​x + 52

x
e συνxημx

​

1 + e2x

2e2x

2 ln 2 ⋅x2
2x ​x2 ​−12 x > 0
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∎

x

y

−2 −1 1 2 3 4

−4

−2

2

4

6

8

O

A

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Η «δύναμη» 

Να βρεθεί η παρά γωγος της , .

ΛΥΣΗ

Ού τε ο τύ πος  (σταθερό ς εκθέτης) ού τε ο  (σταθερή  βά ση) εφαρμό ζονται! Γρά φουμε
, οπό τε

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Εφαπτομένη από εξωτερικό σημείο

Να βρεθού ν οι εφαπτομένες της , , που διέρχονται από  το σημείο .

ΛΥΣΗ

Εφαπτομένη στο : .
Διέρχεται από  το : 

 ή  . Εφαπτομένες:  και 
.

xx

f(x) = xx x > 0

(x )α ′ (α )x ′

x =x ex ln x

f (x) =′ e lnx + x ⋅ ​ =x ln x (
x

1
) x (lnx +x 1).

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Σύγχυση  και 

✗ .

✓ Στο  η μεταβλητή  είναι στον εκθέτη: . Ο τύ πος  ισχύ ει μό νο ό ταν η μεταβλητή
είναι στη βάση και ο εκθέτης σταθερό ς.

(x )α ′ (α )x ′

(2 ) =x ′ x ⋅ 2x−1

2x (2 ) =x ′ 2 ln 2x νxν−1

C ​f f(x) = x2 A(1, −3)

(α,α )2 y = 2α(x − α) + α =2 2αx − α2

A −3 = 2α − α ⟺2 α −2 2α − 3 =
0 ⟺ α = 3 α = −1 y = 6x − 9 y =
−2x − 1
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∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Κοινή εφαπτομένη

Να αποδειχθεί ό τι οι ,  των  και  εφά πτονται στο σημείο .

ΛΥΣΗ

 (κοινό  σημείο) και  (ίδια κλίση). Άρα έχουν κοινή
εφαπτομένη στο , την .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρείτε τις παραγώ γους: (α)  (β)  (γ) .

→ Λύση 2.3/1

2

●○○

Να βρείτε τις παραγώ γους: (α)  (β)  (γ)  (δ) .

→ Λύση 2.3/2

3

●●○

Να βρείτε την παρά γωγο της , .
→ Λύση 2.3/3

4

●●○

Να βρείτε τις εφαπτομένες της  που διέρχονται από  το σημείο .

→ Λύση 2.3/4

5

●●○

Αν  με , , να βρείτε την .
→ Λύση 2.3/5

6

●●●

Να βρείτε το  ώ στε οι ,  των  και  να έχουν κοινή  εφαπτομένη σε κοινό
τους σημείο.

→ Λύση 2.3/6

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Εφαπτομένη που διέρχεται από δοσμένο σημείο (όχι της καμπύλης)

Δεν ξέρουμε το σημείο επαφή ς, οπό τε το ονομά ζουμε , γρά φουμε τη γενική  εξίσωση της
εφαπτομένης σε αυτό  και απαιτού με να επαληθεύ εται από  τις συντεταγμένες του δοσμένου σημείου.
Λύ νουμε ως προς .

(α, f(α))

α

C ​f C ​g f(x) = ex g(x) = x + 1 (0, 1)

f(0) = 1 = g(0) f (0) =′ e =0 1 = g (0)′

(0, 1) y = x + 1

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;

Οι κανό νες παραγώ γισης θέλουν «χέρι». Στο mathgreece.com θα βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο
με δεκάδες ασκήσεις αυτοματισμού  και λύ σεις βήμα-βήμα.

Μάθημα 2.3 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

f(x) = (x −2 1)e−x f(x) = ​

x − 2
x + 12

f(x) = ημ x3

ln(x +2 4) e ​x 32x ln ∣συνx∣

f(x) = (ημx)x x ∈ (0,π)

f(x) = ​

x

1
(2, 0)

f(x) = x g(x )2 g(1) = 2 g (1) =′ 3 f (1)′

α C ​f C ​g f(x) = lnx g(x) = αx2
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x(t)x(t)

y(t)y(t) 5 m5 m

Διαφορικός
Λογισμός
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Ρυθμός μεταβολής

Ο ρυθμός μεταβολής

Μέγεθος Ρυθμός μεταβολής

Θέση  κινητού ταχύ τητα 

Ταχύ τητα επιτάχυνση 

Κό στος οριακό  κό στος 

Έσοδα οριακά  έσοδα 

Κέρδος οριακό  κέρδος 

Σχετικοί ρυθμοί

Συχνά  δύ ο ή  περισσό τερα μεγέθη μεταβά λλονται ταυτόχρονα με τον χρό νο και συνδέονται με μια σχέση.
Τό τε, παραγωγίζοντας τη σχέση ως προς  (με τον κανό να της αλυσίδας), βρίσκουμε σχέση ανά μεσα στους
ρυθμού ς τους.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Η σκάλα που γλιστράει

Μια σκά λα μή κους  m ακουμπά  σε κατακό ρυφο τοίχο. Η βά ση της
απομακρύ νεται από  τον τοίχο με ρυθμό   m/s. Με ποιον ρυθμό
κατεβαίνει η κορυφή  της τη στιγμή  που η βά ση απέχει  m από  τον
τοίχο;

ZQL15ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΟΡΙΣΜΟΣ — Ρυθμός μεταβολής

Αν δύ ο μεταβλητά  μεγέθη ,  συνδέονται με τη σχέση  και η  είναι παραγωγίσιμη στο ,
τό τε ονομά ζουμε ρυθμό μεταβολής του  ως προς το  στο σημείο  την παρά γωγο .

x y y = f(x) f x ​0

y x x ​0 f (x ​)′
0

S(t) υ(t) = S (t)′

υ(t) α(t) = υ (t) =′ S (t)′′

K(x) K (x)′

E(x) E (x)′

P (x) = E(x) − K(x) P (x)′

t

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Πώς λύνουμε προβλήματα σχετικών ρυθμών

1. Σχή μα και ονομασία των μεταβλητώ ν ως συναρτή σεις του χρό νου: , , …

2. Σχέση που τις συνδέει (Πυθαγό ρειο, ό γκος, ομοιό τητα…), για κάθε .

3. Παραγώ γιση ως προς  (προσοχή : π.χ. ).

4. Αντικατά σταση των τιμώ ν τη συγκεκριμένη χρονική στιγμή  — μόνο μετά την παραγώ γιση!

x(t) y(t)

t

t (x (t)) =2 ′ 2x(t)x (t)′

t ​0

5
0,5

3
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ΛΥΣΗ

Αν  η από σταση της βά σης και  το ύ ψος της κορυφή ς:  για κά θε .
Παραγωγίζουμε: .

Τη στιγμή  : , , . Τό τε , δηλαδή  
 m/s: η κορυφή  κατεβαίνει με ρυθμό   m/s.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Σφαιρικό μπαλόνι

Ένα σφαιρικό  μπαλό νι φουσκώ νει έτσι ώ στε ο όγκος του να αυξά νεται με ρυθμό   cm³/s. Με ποιον
ρυθμό  αυξά νεται η ακτίνα του ό ταν  cm;

ΛΥΣΗ

, ά ρα . Για : ,  cm/s.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Οριακά μεγέθη

Η συνά ρτηση κό στους μιας βιομηχανίας είναι  (χιλ. €) για την παραγωγή
 τό νων. Για ποια παραγωγή  το οριακό  κό στος γίνεται ελά χιστο;

ΛΥΣΗ

. Ελά χιστο για  τό νους, με οριακό  κό στος  χιλ. €/
τό νο.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Σημείο που κινείται σε καμπύλη

Ένα σημείο  κινείται πά νω στην καμπύ λη , με την τετμημένη του να αυξά νεται με
ρυθμό   μονά δες/s. Με ποιον ρυθμό  μεταβά λλεται η από στασή  του από  την αρχή  των αξό νων ό ταν

;

ΛΥΣΗ

. . Για , : 

 μονά δες/s.

x(t) y(t) x (t) +2 y (t) =2 25 t

2x(t)x (t) +′ 2y(t)y (t) =′ 0

t ​0 x(t ​) =0 3 y(t ​) =0 4 x (t ​) =′
0 0,5 3 ⋅ 0,5 + 4y (t ​) =′

0 0 y (t ​) =′
0

−0,375 0,375

100
r = 5

V (t) = ​πr (t)3
4 3 V (t) =′ 4πr (t)r (t)2 ′ r = 5 100 = 4π ⋅ 25 ⋅ r′ r =′

​ ≈
π
1 0,32

K(x) = x −3 6x +2 15x + 20
x

K (x) =′ 3x −2 12x + 15 = 3(x − 2) +2 3 x = 2 3

M(x, y) y = ​x

2
x = 4

d(t) = =x + y2 2
​x (t) + x(t)2 d (t) =′

​

2 ​x + x2

(2x + 1)x′

x = 4 x =′ 2 d =′
​ =

2 ​20
9 ⋅ 2

​ ≈
2 ​5

9

2,01

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Αντικατάσταση πριν την παραγώγιση

✗ «Τη στιγμή  εκείνη , ά ρα , και παραγωγίζοντας , δηλαδή  .»

✓  Αν αντικαταστή σεις την τιμή  πριν παραγωγίσεις, «παγώ νεις» τη μεταβλητή  και χά νεις τον ρυθμό
της. Παραγωγίζουμε πρώτα τη σχέση που ισχύ ει για κάθε  και μετά αντικαθιστού με.

x = 3 3 +2 y =2 25 0 + 2yy =′ 0 y =′ 0

t
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Ένα κινητό  έχει θέση  (m, s). Να βρείτε την ταχύ τητα και την επιτά χυνση τη
στιγμή  .

→ Λύση 2.4/1

2

●●○

Η πλευρά  ενό ς ισό πλευρου τριγώ νου αυξά νεται με ρυθμό   cm/s. Με ποιον ρυθμό  αυξά νεται το
εμβαδό ν του ό ταν η πλευρά  είναι  cm;

→ Λύση 2.4/2

3

●●○

Ένας κώ νος (κορυφή  προς τα κά τω) με ακτίνα βά σης  m και ύ ψος  m γεμίζει με νερό  με ρυθμό  
m³/min. Με ποιον ρυθμό  ανεβαίνει η στά θμη ό ταν το βά θος του νερού  είναι  m;

→ Λύση 2.4/3

4

●●●

Ένα αυτοκίνητο Α κινείται προς βορρά  με  km/h και ένα αυτοκίνητο Β προς ανατολή  με  km/h,
ξεκινώ ντας ταυτόχρονα από  το ίδιο σημείο. Με ποιον ρυθμό  αυξά νεται η από στασή  τους μετά  από  
ώ ρες;

→ Λύση 2.4/4

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Τα προβλήματα σχετικώ ν ρυθμώ ν «γεννού ν» πάντα δυσκολίες. Στο mathgreece.com θα βρεις πλήρες
δωρεάν φροντιστήριο με σχήματα και λύ σεις βήμα-βήμα για ό λες τις κατηγορίες.

Μάθημα 2.4 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

S(t) = t −3 6t +2 9t
t = 2

3
10

3 6 2
4

60 80
2
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x

y

α βξ

Rolle: f(α) = f(β) ⇒ οριζόντια εφαπτομένη

x

y

A

B

ξ

Θ.Μ.Τ.: εφαπτομένη παράλληλη στη χορδή AB

Διαφορικός
Λογισμός

Μ Α Θ Η Μ Α  2 . 5

Θεώρημα Rolle – Θεώρημα Μέσης Τιμής

Το θεώρημα του Rolle

Γεωμετρικά: υπά ρχει ένα τουλά χιστον σημείο  της
 στο οποίο η εφαπτομένη είναι παράλληλη στον άξονα .

Το θεώρημα Μέσης Τιμής (Θ.Μ.Τ.)

Γεωμετρικά: υπά ρχει ένα τουλά χιστον σημείο της  στο
οποίο η εφαπτομένη είναι παράλληλη στη χορδή που ενώ νει τα ά κρα , . Φυσικά:
κά ποια χρονική  στιγμή  η στιγμιαία ταχύ τητα ισού ται με τη μέση ταχύ τητα.

ZQL16ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεώρημα του Rolle

Αν μια συνά ρτηση  είναι:

συνεχής στο κλειστό  διά στημα ,

παραγωγίσιμη στο ανοικτό  διά στημα  και

,

τό τε υπά ρχει ένα τουλάχιστον  τέτοιο ώ στε
.

f

[α,β]

(α,β)

f(α) = f(β)

ξ ∈ (α,β)
f (ξ) =′ 0

M(ξ, f(ξ))
C ​f x x′

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Οι τρεις προϋποθέσεις είναι όλες απαραίτητες

Η  στο : συνεχή ς, , αλλά  όχι παραγωγίσιμη στο  — και πρά γματι
.

Αν , το θεώ ρημα δεν λέει τίποτα (π.χ.  στο ).

f(x) = ∣x∣ [−1, 1] f(−1) = f(1) 0
f (x) =′ ±1 = 0

f(α) = f(β) f(x) = x [0, 1]

ΘΕΩΡΗΜΑ
— Θεώρημα Μέσης Τιμής
Διαφορικού Λογισμού

Αν μια συνά ρτηση  είναι:

συνεχής στο κλειστό  διά στημα  και

παραγωγίσιμη στο ανοικτό  διά στημα ,

τό τε υπά ρχει ένα τουλάχιστον  τέτοιο ώ στε

f

[α,β]

(α,β)

ξ ∈ (α,β)

f (ξ) =′
​.

β − α

f(β) − f(α)

C ​f

A(α, f(α)) B(β, f(β))

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Το Rolle είναι ειδική περίπτωση του Θ.Μ.Τ.

Αν , ο λόγος  είναι  και το Θ.Μ.Τ. δίνει ακριβώ ς το Rolle. (Το Θ.Μ.Τ. αποδεικνύ εται
εφαρμό ζοντας το Rolle στη συνά ρτηση .)

f(α) = f(β) ​

β−α
f(β)−f(α) 0

g(x) = f(x) − ​xβ−α
f(β)−f(α)
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Εφαρμογή του Rolle

Να εξεταστεί αν ισχύ ει το θεώ ρημα Rolle για την  στο  και να βρεθού ν τα .

ΛΥΣΗ

Η  είναι πολυωνυμική , ά ρα συνεχή ς στο  και παραγωγίσιμη στο , και .
Ισχύ ει λοιπό ν το θεώ ρημα: .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Ύπαρξη ρίζας της παραγώγου

Να αποδειχθεί ό τι η εξίσωση  έχει μία τουλά χιστον ρίζα στο .

ΛΥΣΗ

Το πολυώ νυμο είναι παρά γωγος της . Η  είναι συνεχή ς στο ,
παραγωγίσιμη στο  και . Από  Rolle υπά ρχει  με , δηλαδή
η εξίσωση έχει ρίζα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Ανισότητα με Θ.Μ.Τ.

Να αποδειχθεί ό τι για  ισχύ ει .

ΛΥΣΗ

Η  ικανοποιεί τις προϋ ποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο , ά ρα υπά ρχει  με 

. Επειδή  : , δηλαδή  . Πολλαπλασιά ζοντας με 
προκύ πτει το ζητού μενο.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Δύο εφαρμογές Θ.Μ.Τ.

Έστω  συνεχή ς στο , παραγωγίσιμη στο , με , , . Να αποδειχθεί
ό τι υπά ρχουν  με  και , και ό τι υπά ρχει  με .

ΛΥΣΗ

Θ.Μ.Τ. στο : υπά ρχει  με . Θ.Μ.Τ. στο : υπά ρχει  με
. Τέλος, , ά ρα από  Rolle στο  υπά ρχει  με .

f(x) = x −2 4x + 1 [0, 4] ξ

f [0, 4] (0, 4) f(0) = 1 = f(4)
f (ξ) =′ 2ξ − 4 = 0 ⟺ ξ = 2 ∈ (0, 4)

4x −3 3x −2 2x + 1 = 0 (0, 1)

F (x) = x −4 x −3 x +2 x F [0, 1]
(0, 1) F (0) = 0 = F (1) ξ ∈ (0, 1) F (ξ) =′ 0

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Πότε σκεφτόμαστε Rolle για την ύπαρξη ρίζας

Αν το Bolzano «δεν δουλεύ ει» (π.χ. οι τιμές στα ά κρα δεν είναι ετερό σημες), ψά χνουμε μια αρχική 
της παρά στασης (  η παρά σταση) με  και εφαρμό ζουμε Rolle στην .

F

F =′ F (α) = F (β) F

0 < α < β ​ <
β

β − α
ln ​ <
α

β
​

α

β − α

f(x) = lnx [α,β] ξ ∈ (α,β) ​ =
ξ
1

​

β−α
ln β−ln α α < ξ < β ​ <

β
1

​ <
ξ
1

​

α
1

​ <
β
1

​ <
β−α
ln ​

α

β

​

α
1 β − α > 0

f [0, 4] (0, 4) f(0) = 1 f(2) = 5 f(4) = 1
ξ ​, ξ ​ ∈1 2 (0, 4) f (ξ ​) =′

1 2 f (ξ ​) =′
2 −2 ξ ∈ (0, 4) f (ξ) =′ 0

[0, 2] ξ ​ ∈1 (0, 2) f (ξ ​) =′
1 ​ =2

5−1 2 [2, 4] ξ ​ ∈2 (2, 4)
f (ξ ​) =′

2 ​ =2
1−5 −2 f(0) = f(4) [0, 4] ξ f (ξ) =′ 0
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να εξετά σετε αν ισχύ ει το θεώ ρημα Rolle για την  στο  και να βρείτε τα .
→ Λύση 2.5/1

2

●○○

Να βρείτε το  του Θ.Μ.Τ. για την  στο .

→ Λύση 2.5/2

3

●●○

Να αποδείξετε ό τι η εξίσωση  έχει ρίζα στο  για κά θε .
→ Λύση 2.5/3

4

●●○

Να αποδείξετε ό τι  για κά θε .

→ Λύση 2.5/4

5

●●●

Έστω  παραγωγίσιμη στο  με  και  για κά θε . Να αποδείξετε ό τι .
→ Λύση 2.5/5

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Το ξ «υπολογίζεται» πάντα

✗ «Από  το Θ.Μ.Τ. το  είναι το μέσο του .»

✓ Το θεώ ρημα εξασφαλίζει μό νο την ύπαρξη του · δεν λέει πού  βρίσκεται (εκτό ς από  το ό τι είναι στο
ανοικτό ) ού τε ό τι είναι μοναδικό .

ξ [α,β]

ξ

(α,β)

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Τα θεωρήματα Rolle και Μέσης Τιμή ς εμφανίζονται σχεδό ν σε κάθε Θέμα Γ ή  Δ των Πανελλαδικώ ν. Στο
mathgreece.com θα βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο με ό λες τις «πατέντες» εφαρμογή ς τους.

Μάθημα 2.5 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

f(x) = ημx [0,π] ξ

ξ f(x) = x3 [0, 3]

3x +2 2αx − α − 1 = 0 (0, 1) α ∈ R

∣ημα − ημβ∣ ≤ ∣α − β∣ α,β ∈ R

f R f(1) = 1 f (x) ≤′ 2 x f(3) ≤ 5

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 · ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ Μάθημα 2.5 · Θεώρημα Rolle – Θεώρημα Μέσης Τιμής

67mathgreece.com · δωρεάν πλήρες φροντιστήριο Μαθηματικά Κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου · Πλήρες βοήθημα

https://mathgreece.com/
https://mathgreece.com


Διαφορικός
Λογισμός
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Συνέπειες του Θεωρήματος Μέσης
Τιμής

Σταθερή συνάρτηση

Μονοτονία συνάρτησης

ZQL17ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεώρημα (σταθερή συνάρτηση)

Έστω  συνεχή ς σε ένα διάστημα . Αν  για κά θε εσωτερικό σημείο  του , τό τε η  είναι
σταθερή σε ό λο το .

f Δ f (x) =′ 0 x Δ f

Δ

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Αρκεί να δείξουμε ό τι  για οποιαδή ποτε  του . Η  είναι συνεχή ς στο 
και παραγωγίσιμη στο  (ό που ό λα τα σημεία είναι εσωτερικά  του ). Από  το Θ.Μ.Τ. υπά ρχει

 με . Αφού  , προκύ πτει .

f(x ​) =1 f(x ​)2 x ​ <1 x ​2 Δ f [x ​,x ​]1 2

(x ​,x ​)1 2 Δ
ξ ∈ (x ​,x ​)1 2 f (ξ) =′

​

x ​−x ​2 1

f(x ​)−f(x ​)2 1 f (ξ) =′ 0 f(x ​) =1 f(x ​)2

ΠΟΡΙΣΜΑ — Συναρτήσεις με ίσες παραγώγους

Έστω ,  συνεχείς σε ένα διά στημα  με  για κά θε εσωτερικό  σημείο  του . Τό τε
υπά ρχει σταθερά   τέτοια ώ στε  για κά θε .

f g Δ f (x) =′ g (x)′ x Δ
c f(x) = g(x) + c x ∈ Δ

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Η  είναι συνεχή ς στο  και  σε κά θε εσωτερικό  σημείο. Από  το
προηγού μενο θεώ ρημα η  είναι σταθερή : .
h = f − g Δ h (x) =′ f (x) −′ g (x) =′ 0

h f(x) − g(x) = c

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Μόνο σε ΔΙΑΣΤΗΜΑ!

Το θεώ ρημα δεν ισχύ ει σε ένωση διαστημά των. Η  έχει  σε ό λο το ,

αλλά  δεν είναι σταθερή . Σε ένωση διαστημά των η  είναι σταθερή  σε καθένα χωριστά  (με πιθανώ ς
διαφορετικές σταθερές).

f(x) = ​ ​{1,
2,

x < 0
x > 0

f (x) =′ 0 R∗

f

ΘΕΩΡΗΜΑ — Κριτήριο μονοτονίας

Έστω  συνεχή ς σε ένα διά στημα .

Αν  σε κά θε εσωτερικό  σημείο  του , τό τε η  είναι γνησίως αύξουσα σε ό λο το .

Αν  σε κά θε εσωτερικό  σημείο  του , τό τε η  είναι γνησίως φθίνουσα σε ό λο το .

f Δ

f (x) >′ 0 x Δ f Δ

f (x) <′ 0 x Δ f Δ

ΑΠΟΔΕΙΞΗ
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x

y

f′ > 0: οι εφαπτομένες «ανεβαίνουν» και η f αυξάνεται

∎

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Ισότητα με σταθερά

Να αποδειχθεί ό τι  χρησιμοποιώ ντας παραγώ γους.

ΛΥΣΗ

Θέτουμε . , ά ρα η  είναι σταθερή  στο
: .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Εύρεση τύπου από σχέση παραγώγων

Να βρεθεί η  αν  για κά θε  και .

ΛΥΣΗ

Θεωρού με . Τό τε . Άρα η
 είναι σταθερή : , δηλαδή  .

∎

Έστω  και  στο . Από  Θ.Μ.Τ. στο 
υπά ρχει  με . Αφού

 και , είναι : η 
είναι γνησίως αύ ξουσα. Όμοια η δεύ τερη περίπτωση.

f >′ 0 x ​ <1 x ​2 Δ [x ​,x ​]1 2

ξ f(x ​) −2 f(x ​) =1 f (ξ)(x ​ −′
2 x ​)1

f (ξ) >′ 0 x ​ −2 x ​ >1 0 f(x ​) >2 f(x ​)1 f

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Το αντίστροφο ΔΕΝ ισχύει

Η  είναι γνησίως αύ ξουσα στο , ό μως
. Άρα από  «γνησίως αύ ξουσα» δεν προκύ πτει

« » — μό νο ό τι . Επίσης: μια  με  σε
 δεν είναι απαραίτητα γνησίως

αύ ξουσα στην ένωση (π.χ. ).

f(x) = x3 R
f (0) =′ 0
f >′ 0 f ≥′ 0 f f >′ 0

(−∞, 0) ∪ (0, +∞)
f(x) = − ​

x
1

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Μελέτη μονοτονίας

1. Πεδίο ορισμού  και συνέχεια.

2. Υπολογισμό ς της  και παραγοντοποίηση.

3. Ρίζες και πρόσημο της  (πίνακας).

4. Συμπέρασμα ανά διάστημα — γρά φουμε κλειστά  τα ά κρα ό που η  είναι συνεχή ς.

f ′

f ′

f

ημ x +2 συν x =2 1

h(x) = ημ x +2 συν x2 h (x) =′ 2ημx συνx − 2συνx ημx = 0 h

R h(x) = h(0) = 1

f : R → R f (x) =′ f(x) x f(0) = 3

g(x) = e f(x)−x g (x) =′ −e f(x) +−x e f (x) =−x ′ e (f (x) −−x ′ f(x)) = 0
g g(x) = g(0) = 3 f(x) = 3ex

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Η «πατέντα» 

Όταν δίνεται σχέση της μορφή ς , πολλαπλασιά ζουμε με  και παρατηρού με ό τι
. Άρα .

f =′ f

f (x) =′ λf(x) e−λx

(e f(x)) =−λx ′
e (f (x) −−λx ′ λf(x)) = 0 f(x) = c eλx
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∎

∎

∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Μονοτονία

Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία η .

ΛΥΣΗ

.

 …  …  … 

↗ ↘ ↗

Η  είναι γνησίως αύ ξουσα στα  και , γνησίως φθίνουσα στο .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Ανισότητα με μονοτονία

Να αποδειχθεί ό τι  για κά θε .

ΛΥΣΗ

Θεωρού με , .  για , και η  είναι
συνεχή ς στο . Άρα γνησίως αύ ξουσα εκεί, οπό τε για : .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Μοναδική ρίζα με μονοτονία

Να αποδειχθεί ό τι η εξίσωση  έχει ακριβώ ς μία ρίζα.

ΛΥΣΗ

: , γνησίως αύ ξουσα, ά ρα το πολύ  μία ρίζα. ,
 και η  είναι συνεχή ς: από  Bolzano υπά ρχει ρίζα στο . Άρα ακριβώ ς μία.

f(x) = x −3 3x −2 9x + 2

f (x) =′ 3x −2 6x − 9 = 3(x + 1)(x − 3)

x −∞ −1 −1 3 3 +∞

f (x)′ + − +

f

f (−∞, −1] [3, +∞) [−1, 3]

ln(1 + x) < x x > 0

h(x) = x − ln(1 + x) x ≥ 0 h (x) =′ 1 − ​ =1+x
1

​ >1+x
x 0 x > 0 h

[0, +∞) x > 0 h(x) > h(0) = 0

e =x 2 − x

h(x) = e +x x − 2 h (x) =′ e +x 1 > 0 h(0) = −1
h(1) = e − 1 > 0 h (0, 1)

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Μονοτονία σε ένωση διαστημάτων

✗ « , , ά ρα η  είναι γνησίως φθίνουσα στο .»

✓ Η  είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα από  τα  και , όχι στην ένωσή  τους: 
αλλά  .

f(x) = ​

x
1 f (x) =′ − ​ <

x2
1 0 f R∗

f (−∞, 0) (0, +∞) −1 < 1
f(−1) = −1 < 1 = f(1)

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Στο mathgreece.com θα βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο με ό λες τις κατηγορίες ασκήσεων πάνω
στις συνέπειες του Θ.Μ.Τ.: ταυτό τητες, εύ ρεση τύ που, ανισό τητες, πλήθος ριζώ ν.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να μελετή σετε τη μονοτονία της .

→ Λύση 2.6/1

2

●○○

Να μελετή σετε τη μονοτονία της .
→ Λύση 2.6/2

3

●●○

Να βρείτε την  αν  για κά θε  και .

→ Λύση 2.6/3

4

●●○

Να αποδείξετε ό τι  για κά θε .
→ Λύση 2.6/4

5

●●○

Να βρείτε την  αν  για κά θε  και .

→ Λύση 2.6/5

6

●●●

Να λύ σετε την εξίσωση  και την ανίσωση .
→ Λύση 2.6/6

Μάθημα 2.6 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

f(x) = x ex

f(x) = x − lnx

f f (x) =′ 2x + συνx x ∈ R f(0) = 4

e ≥x 1 + x x ∈ R

f f (x) =′ −2f(x) x f(0) = 5

x +5 x = 2 x +5 x > 2
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Διαφορικός
Λογισμός

Μ Α Θ Η Μ Α  2 . 7

Τοπικά ακρότατα συνάρτησης

Ορισμοί

x

y

τοπ. μέγιστο

τοπ. ελά χιστο (και ολικό )

τοπ. μέγιστο (και ολικό )

ά κρο

Τοπικά και ολικά ακρότατα

Το θεώρημα του Fermat

ZQL18ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΟΡΙΣΜΟΣ — Τοπικά ακρότατα

Μια συνά ρτηση  με πεδίο ορισμού   λέμε ό τι παρουσιά ζει στο  τοπικό μέγιστο, ό ταν υπά ρχει
 τέτοιο ώ στε  για κά θε . Ανά λογα ορίζεται το τοπικό

ελάχιστο. Τα τοπικά  μέγιστα και ελά χιστα λέγονται τοπικά ακρότατα· το  λέγεται θέση τοπικού
ακροτά του.

f A x ​ ∈0 A

δ > 0 f(x) ≤ f(x ​)0 x ∈ A ∩ (x ​ −0 δ,x ​ +0 δ)
x ​0

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεώρημα του Fermat

Έστω μια συνά ρτηση  ορισμένη σε ένα διά στημα  και  ένα εσωτερικό σημείο του . Αν η 
παρουσιά ζει τοπικό ακρότατο στο  και είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό , τό τε

f Δ x ​0 Δ f

x ​0

f (x ​) =′
0 0.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Έστω ό τι η  παρουσιά ζει τοπικό  μέγιστο στο . Τό τε υπά ρχει  με  και
 σε αυτό , δηλαδή  .

Για :  (αρνητικό ς προς αρνητικό ), οπό τε .

Για : , οπό τε .

Άρα . Όμοια για τοπικό  ελά χιστο.

f x ​0 δ > 0 (x ​ −0 δ,x ​ +0 δ) ⊆ Δ
f(x) ≤ f(x ​)0 f(x) − f(x ​) ≤0 0

x ∈ (x ​ −0 δ,x ​)0 ​ ≥
x−x ​0

f(x)−f(x ​)0 0 f (x ​) =′
0 ​ ​ ≥

x→x ​0
−

lim
x−x ​0

f(x)−f(x ​)0 0

x ∈ (x ​,x ​ +0 0 δ) ​ ≤x−x ​0

f(x)−f(x ​)0 0 f (x ​) =′
0 ​ ​ ≤

x→x ​0
+

lim
x−x ​0

f(x)−f(x ​)0 0

f (x ​) =′
0 0
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∎

Κριτήριο πρώτης παραγώγου

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Τοπικά ακρότατα

Να βρεθού ν τα τοπικά  ακρό τατα της .

ΛΥΣΗ

. Ρίζες  (διπλή ) και . Πρό σημο:  για  και για 
,  για .

Στο  η  δεν αλλά ζει πρό σημο: δεν υπά ρχει ακρό τατο (η εφαπτομένη είναι οριζό ντια, αλλά  η 
συνεχίζει να μειώ νεται). Στο : τοπικό  (και ολικό ) ελά χιστο .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Ακρότατα με απόλυτη τιμή

Να βρεθού ν τα τοπικά  ακρό τατα της .

ΛΥΣΗ

Για : · για : . Στα  η  δεν είναι παραγωγίσιμη (αλλά  είναι
συνεχή ς). Πρό σημα:  στο ,  στο ,  στο ,  στο

.

Τοπικά  ελά χιστα  (σημεία μη παραγωγισιμό τητας!) και τοπικό  μέγιστο 
.

ΚΛΕΙΔΙ — Πού αναζητούμε τοπικά ακρότατα (πιθανές θέσεις)

1. Στα εσωτερικά σημεία ό που η  μηδενίζεται (κρίσιμα σημεία).

2. Στα εσωτερικά  σημεία ό που η  δεν παραγωγίζεται.

3. Στα άκρα του πεδίου ορισμού  (αν ανή κουν σε αυτό ).

f ′

f

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Το Fermat δεν είναι «αν και μόνο αν»

Το  είναι αναγκαία αλλά  όχι ικανή συνθή κη: η  έχει  αλλά  όχι ακρό τατο.
Επίσης η  έχει ελά χιστο στο  χωρίς να είναι εκεί παραγωγίσιμη.
f (x ​) =′

0 0 f(x) = x3 f (0) =′ 0
∣x∣ 0

ΘΕΩΡΗΜΑ — Κριτήριο για τοπικά ακρότατα

Έστω  παραγωγίσιμη σε ένα διά στημα , με εξαίρεση ίσως ένα σημείο  του, στο οποίο ό μως η
 είναι συνεχής.

Αν  στο  και  στο , τό τε το  είναι τοπικό μέγιστο.

Αν  στο  και  στο , τό τε το  είναι τοπικό ελάχιστο.

Αν η  διατηρεί πρόσημο στο , τό τε το  δεν είναι τοπικό  ακρό τατο και
η  είναι γνησίως μονό τονη στο .

f (α,β) x ​0

f

f (x) >′ 0 (α,x ​)0 f (x) <′ 0 (x ​,β)0 f(x )0

f (x) <′ 0 (α,x ​)0 f (x) >′ 0 (x ​,β)0 f(x )0

f (x)′ (α,x ​) ∪0 (x ​,β)0 f(x ​)0

f (α,β)

f(x) = x −4 4x3

f (x) =′ 4x −3 12x =2 4x (x −2 3) 0 3 f <′ 0 x < 0 0 <
x < 3 f >′ 0 x > 3

0 f ′ f

3 f(3) = 81 − 108 = −27

f(x) = ∣x −2 4∣

∣x∣ > 2 f (x) =′ 2x ∣x∣ < 2 f (x) =′ −2x ±2 f

f <′ 0 (−∞, −2) f >′ 0 (−2, 0) f <′ 0 (0, 2) f >′ 0
(2, +∞)

f(−2) = f(2) = 0 f(0) = 4
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x

y

−3 −2 −1 1 2 3

1

2

3

4

5

O

∎

∎

Ολικά ακρότατα σε κλειστό διάστημα

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Ολικά ακρότατα

Να βρεθού ν η μέγιστη και η ελά χιστη τιμή  της  στο .

ΛΥΣΗ

· στο  μό νο το . , , .
Μέγιστη τιμή  , ελά χιστη .

Εφαρμογές: ανισότητες και πλήθος ριζών

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Ανισότητα με ακρότατο

Να αποδειχθεί ό τι  για κά θε . Πό τε ισχύ ει η ισό τητα;

ΛΥΣΗ

, :  στο ,  στο . Ολικό  ελά χιστο 
, ά ρα , με ισό τητα μό νο για .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Πλήθος ριζών με παράμετρο

Να βρεθεί για ποιες τιμές του  η εξίσωση  έχει τρεις διαφορετικές πραγματικές ρίζες.

ΛΥΣΗ

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Ολικά ακρότατα συνεχούς  στο 

1. Βρίσκουμε τα κρίσιμα σημεία στο  και τα σημεία ό που η  δεν παραγωγίζεται.

2. Υπολογίζουμε την  σε αυτά  και στα άκρα , .

3. Η μεγαλύ τερη τιμή  είναι το ολικό  μέγιστο, η μικρό τερη το ολικό  ελά χιστο.

f [α,β]

(α,β) f

f α β

f(x) = x −3 3x + 1 [0, 2]

f (x) =′ 3(x −2 1) = 0 ⟺ x = ±1 (0, 2) 1 f(0) = 1 f(1) = −1 f(2) = 3
3 −1

lnx ≤ ​

e

x
x > 0

h(x) = ​ −
e
x lnx h (x) =′

​ −
e
1

​ =
x
1

​

ex
x−e < 0 (0, e) > 0 (e, +∞) h(e) =

1 − 1 = 0 h(x) ≥ 0 x = e

α x −3 3x = α

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 · ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ Μάθημα 2.7 · Τοπικά ακρότατα συνάρτησης

74mathgreece.com · δωρεάν πλήρες φροντιστήριο Μαθηματικά Κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου · Πλήρες βοήθημα

https://mathgreece.com


x

y

−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

O
∎

Μελετά με την : .
Τοπικό  μέγιστο , τοπικό  ελά χιστο ,

. Η οριζό ντια ευθεία  τέμνει τη  σε τρία

σημεία ακριβώ ς ό ταν βρίσκεται ανάμεσα στο τοπικό  ελά χιστο
και στο τοπικό  μέγιστο: .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρείτε τα τοπικά  ακρό τατα της .
→ Λύση 2.7/1

2

●○○

Να βρείτε τα ακρό τατα της .

→ Λύση 2.7/2

3

●●○

Να βρείτε τη μέγιστη και την ελά χιστη τιμή  της  στο .
→ Λύση 2.7/3

4

●●○

Να αποδείξετε ό τι  για κά θε .

→ Λύση 2.7/4

5

●●○

Να βρείτε το πλή θος των ριζώ ν της εξίσωσης  για .

→ Λύση 2.7/5

6

●●●

Να βρείτε τα  ώ στε η  να παρουσιά ζει τοπικό  ακρό τατο στο  με
τιμή  , και να εξετά σετε το είδος του.

→ Λύση 2.7/6

f(x) = x −3 3x f (x) =′ 3(x − 1)(x + 1)
f(−1) = 2 f(1) = −2

​f =
x→±∞
lim ±∞ y = α C ​f

−2 < α < 2

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Ελέγχουμε μόνο τα κρίσιμα σημεία

✗ «Η  έχει , ά ρα δεν έχει ακρό τατα.»

✓  Ξεχά σαμε τα σημεία ό που η  δεν παραγωγίζεται: στο  η  έχει ελά χιστο. Ελέγχουμε όλες τις
πιθανές θέσεις.

f(x) = ∣x∣ f (x) =′ ±1 = 0

f 0 ∣x∣

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Η μελέτη ακροτάτων, ανισοτήτων και πλήθους ριζώ ν είναι «βασικό  εργαλείο» για τα Θέματα Γ και Δ.
Στο mathgreece.com θα βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο με κατηγοριοποιημένα θέματα.

Μάθημα 2.7 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

f(x) = 2x −3 3x −2 12x + 5

f(x) = x e2 −x

f(x) = x + 2 συνx [0,π]

x −4 4x + 3 ≥ 0 x ∈ R

lnx = αx α > 0

α,β f(x) = x +3 αx +2 βx x = 1
−2
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Διαφορικός
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Κυρτότητα – Σημεία καμπής

Κυρτή και κοίλη συνάρτηση

x

y

Κυρτή: η κλίση αυξάνεται, η C_f «πάνω» από τις εφαπτομένες

x

y

Κοίλη: η κλίση μειώνεται, η C_f «κάτω» από τις εφαπτομένες

ZQL19ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΟΡΙΣΜΟΣ — Κυρτή – κοίλη

Έστω  συνεχή ς σε ένα διά στημα  και παραγωγίσιμη στο εσωτερικό  του. Η  λέγεται:

κυρτή (ή  ό τι «στρέφει τα κοίλα προς τα ά νω») στο , αν η  είναι γνησίως αύξουσα στο
εσωτερικό  του ·

κοίλη («στρέφει τα κοίλα προς τα κά τω») στο , αν η  είναι γνησίως φθίνουσα στο εσωτερικό
του .

f Δ f

Δ f ′

Δ

Δ f ′

Δ

ΘΕΩΡΗΜΑ — Κριτήριο κυρτότητας

Έστω  συνεχή ς σε ένα διά στημα  και δύ ο φορές παραγωγίσιμη στο εσωτερικό  του.

Αν  για κά θε εσωτερικό   του , η  είναι κυρτή στο .

Αν  για κά θε εσωτερικό   του , η  είναι κοίλη στο .

f Δ

f (x) >′′ 0 x Δ f Δ

f (x) <′′ 0 x Δ f Δ

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Η θέση της εφαπτομένης

Αν η  είναι κυρτή σε ένα διά στημα , η εφαπτομένη της  σε οποιοδή ποτε σημείο του  βρίσκεται
κάτω από  τη  (με εξαίρεση το σημείο επαφή ς). Αν είναι κοίλη, η εφαπτομένη βρίσκεται πάνω από
τη . Αυτή  η ιδιό τητα δίνει πολλές χρή σιμες ανισό τητες, π.χ.  (η  είναι κυρτή  και η 

 είναι η εφαπτομένη της στο ).

f Δ C ​f Δ
C ​f

C ​f e ≥x x + 1 ex y =
x + 1 0

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Το αντίστροφο του κριτηρίου δεν ισχύει

Η  είναι κυρτή  στο  (η  είναι γνησίως αύ ξουσα), αλλά  . Άρα «κυρτή »
δεν σημαίνει «  παντού ».
f(x) = x4 R f (x) =′ 4x3 f (0) =′′ 0

f >′′ 0
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x

y

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

O

κοίλη

κυρτή

Σημείο καμπής: η εφαπτομένη «διαπερνά» την καμπύλη

∎

Σημεία καμπής

Σε ένα σημείο καμπή ς η  αλλά ζει «καμπυλό τητα» και η
εφαπτομένη διαπερνά την καμπύ λη.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Κυρτότητα και σημεία καμπής

Να μελετηθεί ως προς την κυρτό τητα η  και να βρεθού ν τα σημεία καμπή ς.

ΛΥΣΗ

, .

 …  …  … 

κυρτή  ∪ κοίλη ∩ κυρτή  ∪

Η  αλλά ζει πρό σημο στα : σημεία καμπή ς  και .

ΟΡΙΣΜΟΣ — Σημείο καμπής

Έστω  παραγωγίσιμη σε ένα διά στημα , με
εξαίρεση ίσως ένα σημείο  στο οποίο ό μως η  έχει
εφαπτομένη. Αν η  είναι κυρτή  στο  και κοίλη
στο  (ή  αντίστροφα), τό τε το σημείο

 λέγεται σημείο καμπής της .

f (α,β)
x ​0 C ​f

f (α,x ​)0

(x ​,β)0

A(x ​, f(x ​))0 0 C ​f

C ​f

ΘΕΩΡΗΜΑ — Αναγκαία συνθήκη

Αν το  είναι σημείο καμπή ς της  και η
 είναι δύ ο φορές παραγωγίσιμη στο , τό τε

.

A(x ​, f(x ​))0 0 C ​f

f x0

f (x ​) =′′
0 0

ΚΛΕΙΔΙ — Πιθανές θέσεις σημείων καμπής

1. Τα εσωτερικά σημεία ό που η  μηδενίζεται.

2. Τα εσωτερικά  σημεία ό που η  δεν είναι δύ ο φορές παραγωγίσιμη (αλλά  υπά ρχει εφαπτομένη).

Ένα τέτοιο σημείο είναι σημείο καμπή ς μόνο αν η  αλλάζει πρόσημο εκατέρωθέν του (και υπά ρχει
εφαπτομένη).

f ′′

f

f ′′

ΠΡΟΣΟΧΗ!

Το  δεν αρκεί: η  έχει  αλλά  δεν έχει σημείο καμπή ς στο  (είναι κυρτή
παντού ).

f (x ​) =′′
0 0 f(x) = x4 f (0) =′′ 0 0

f(x) = x −4 6x +2 5

f (x) =′ 4x −3 12x f (x) =′′ 12x −2 12 = 12(x − 1)(x + 1)

x −∞ −1 −1 1 1 +∞

f (x)′′ + − +

f

f ′′ ±1 (−1, f(−1)) = (−1, 0) (1, 0)
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∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Ανισότητα από κυρτότητα

Να αποδειχθεί ό τι  για κά θε .

ΛΥΣΗ

: , ά ρα η  είναι κοίλη. Η εφαπτομένη της στο  είναι 
(αφού  ) και, λόγω κοιλό τητας, βρίσκεται πάνω από  τη : , με ισό τητα μό νο
για .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να μελετή σετε την κυρτό τητα της  και να βρείτε το σημείο καμπή ς.
→ Λύση 2.8/1

2

●○○

Να μελετή σετε την κυρτό τητα της .

→ Λύση 2.8/2

3

●●○

Να βρείτε τα  ώ στε η  της  να έχει σημείο καμπή ς το .
→ Λύση 2.8/3

4

●●○

Να αποδείξετε ό τι  για , χρησιμοποιώ ντας κυρτό τητα στο  και μια απλή
παρατή ρηση για .

→ Λύση 2.8/4

5

●●●

Αν η  είναι κυρτή  στο  με  και , να αποδείξετε ό τι  για κά θε .
→ Λύση 2.8/5

lnx ≤ x − 1 x > 0

f(x) = lnx f (x) =′′ − ​ <
x2
1 0 f (1, 0) y = x − 1

f (1) =′ 1 C ​f lnx ≤ x − 1
x = 1

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Σημείο καμπής ως αριθμός

✗ «Το σημείο καμπή ς είναι το .»

✓  Το σημείο καμπή ς είναι σημείο της , ά ρα έχει δύο συντεταγμένες: . Το  είναι η
θέση (τετμημένη) του.

x = 1

C ​f A(1, f(1)) x = 1

Μάθημα 2.8 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

f(x) = x −3 3x +2 2

f(x) = e−x2

α,β C ​f f(x) = x +3 αx +2 βx (1, 2)

ημx ≤ x x ≥ 0 [0,π]
x > π

f R f(0) = 1 f (0) =′ 2 f(x) ≥ 2x + 1 x
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Ασύμπτωτες – Κανόνες De L'Hospital

Ασύμπτωτες

x

y

Κατακόρυφη x = x₀

x

y

Οριζόντια y = ℓ

x

y

Πλάγια y = λx + β

ZQL20ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΟΡΙΣΜΟΣ — Ασύμπτωτες

Η ευθεία  λέγεται κατακόρυφη ασύμπτωτη της  αν ένα τουλά χιστον από  τα ,

 είναι  ή  .

Η ευθεία  λέγεται οριζόντια ασύμπτωτη της  στο  (αντίστοιχα στο ) αν
 (αντίστοιχα ).

Η ευθεία  λέγεται ασύμπτωτη (πλά για, αν ) της  στο  αν 

. Ανά λογα στο .

x = x ​0 C ​f ​f(x)
x→x ​0

−
lim

​f(x)
x→x ​0

+
lim +∞ −∞

y = ℓ C ​f +∞ −∞
​f(x) =

x→+∞
lim ℓ ​f(x) =

x→−∞
lim ℓ

y = λx + β λ = 0 C ​f +∞ ​ [f(x) −
x→+∞
lim

(λx + β)] = 0 −∞

ΘΕΩΡΗΜΑ — Υπολογισμός πλάγιας ασύμπτωτης

Η ευθεία  είναι ασύ μπτωτη της  στο  αν και μό νο αν

Το ίδιο ισχύ ει στο .

y = λx + β C ​f +∞

​ ​ =
x→+∞
lim

x

f(x)
λ ∈ R και ​ [f(x) −

x→+∞
lim λx] = β ∈ R.

−∞

ΚΛΕΙΔΙ — Πού ψάχνουμε ασύμπτωτες

Κατακόρυφες: στα άκρα των διαστημά των του πεδίου ορισμού  που δεν ανή κουν σε αυτό , και στα
σημεία ό που η  δεν είναι συνεχή ς. (Μια συνεχή ς στο  συνά ρτηση δεν έχει κατακό ρυφη
ασύ μπτωτη εκεί.)

Οριζόντιες / πλάγιες: μό νο στο , και μό νο αν το πεδίο ορισμού  «φτά νει» εκεί.

Οι πολυωνυμικές συναρτή σεις βαθμού   δεν έχουν ασύ μπτωτες.

Μια ρητή  έχει οριζό ντια ασύ μπτωτη αν , και πλά για αν .

f x ​0

±∞

≥ 2

​

Q
P degP ≤ degQ degP = degQ + 1
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∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Όλες οι ασύμπτωτες

Να βρεθού ν οι ασύ μπτωτες της .

ΛΥΣΗ

.

Κατακόρυφη: , ά ρα  κατακό ρυφη ασύ μπτωτη.

Πλάγια: . . Η  είναι

ασύ μπτωτη στο  και στο . (Άρα δεν υπά ρχει οριζό ντια.)

Κανόνες De L'Hospital

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Βασικές εφαρμογές

Να βρεθού ν: (α)  (β)  (γ) .

ΛΥΣΗ

f(x) = ​

x − 1
x + 12

D ​ =f R − {1}

f =
x→1+
lim ​ =0+

2 +∞ x = 1

λ = ​ ​ =
x→±∞
lim

x(x−1)
x +12

1 β = ​ ​ − x =
x→±∞
lim (

x−1
x +12 ) lim ​ =

x−1
x+1 1 y = x + 1

+∞ −∞

ΘΕΩΡΗΜΑ — Κανόνας De L'Hospital (μορφή )

Αν , , , και υπά ρχει το  (πεπερασμένο ή

ά πειρο), τό τε

​0
0

​f(x) =
x→x ​0
lim 0 ​g(x) =

x→x ​0
lim 0 x ​ ∈0 R ∪ {−∞, +∞} ​ ​

x→x ​0
lim

g (x)′

f (x)′

​ ​ =
x→x ​0
lim

g(x)
f(x)

​ ​.
x→x ​0
lim

g (x)′

f (x)′

ΘΕΩΡΗΜΑ — Κανόνας De L'Hospital (μορφή )

Αν ,  και υπά ρχει το , τό τε . (Τα

θεωρή ματα ισχύ ουν και για πλευρικά  ό ρια.)

​±∞
±∞

​f(x) =
x→x ​0
lim ±∞ ​g(x) =

x→x ​0
lim ±∞ ​ ​

x→x ​0
lim

g (x)′

f (x)′

​ ​ =
x→x ​0
lim

g(x)
f(x)

​ ​

x→x ​0
lim

g (x)′

f (x)′

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Παραγωγίζουμε ΧΩΡΙΣΤΑ αριθμητή και παρονομαστή

Ο κανό νας δεν είναι ο κανό νας του πηλίκου! Γρά φουμε , όχι . Και τον εφαρμό ζουμε μόνο σε

μορφές  ή   — ελέγχουμε πάντα πρώ τα τη μορφή .

​

g′
f

′
​(

g
f )

′

​0
0

​∞
∞

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Άλλες απροσδιόριστες μορφές

: γρά φουμε  ή   για να γίνει  ή  .

: κά νουμε ομώ νυμα ή  βγά ζουμε κοινό  παρά γοντα.

, , : γρά φουμε  και βρίσκουμε το ό ριο του εκθέτη.

0 ⋅ (±∞) f ⋅ g = ​

1/g
f

​

1/f
g

​0
0

​∞
∞

(+∞) − (+∞)

00 ∞0 1∞ f =g eg ln f

​ ​

x→0
lim

x2

e − 1 − xx

​ ​

x→+∞
lim

x

lnx
​ ​

x→+∞
lim

ex
x2
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∎

(α) Μορφή  : , πά λι : .

(β) Μορφή  : .

(γ) : .

x

y

1 2 3 4 5 6

−1

1

2

3

4

5

6

7

8

O

Η «ιεραρχία» στο +∞: ln x (πράσινη), x (μπλε), x² (πορτοκαλί), eˣ (κόκκινη)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Μορφή 

Να βρεθεί το .

ΛΥΣΗ

, μορφή  : .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Μορφή 

Να βρεθεί το .

ΛΥΣΗ

​0
0 lim ​2x

e −1x

​0
0 lim ​ =2

e
x

​2
1

​∞
∞ lim ​ =1

1/x 0

​∞
∞ lim ​ =

ex
2x lim ​ =

ex
2 0

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Η «ιεραρχία» στο 

Από  τα (β), (γ) φαίνεται κά τι γενικό : στο  ο λογά ριθμος μεγαλώ νει πιο αργά  από  κά θε δύ ναμη του
, και κά θε δύ ναμη του  πιο αργά  από  την :

+∞

+∞
x x ex

lnx ≪ x ≪α e (α >x 0).

0 ⋅ ∞

​x lnx
x→0+
lim

x lnx = ​

1/x
lnx

​+∞
−∞ lim ​ =

−1/x2

1/x
lim(−x) = 0

1∞

​ 1 + ​

x→+∞
lim (

x

1 )
x
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∎

. Για τον εκθέτη:  (μορφή  ), και με :

. Άρα το ό ριο είναι .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρείτε τις ασύ μπτωτες της .

→ Λύση 2.9/1

2

●○○

Να υπολογίσετε: (α)  (β) .

→ Λύση 2.9/2

3

●●○

Να βρείτε την πλά για ασύ μπτωτη της  στο  και την οριζό ντια στο .

→ Λύση 2.9/3

4

●●○

Να υπολογίσετε το .

→ Λύση 2.9/4

5

●●●

Να υπολογίσετε το .

→ Λύση 2.9/5

1 + ​ =(
x
1 )x ex ln(1+ ​)

x
1

x ln 1 + ​ =(
x
1 ) ​

​

x
1

ln(1 + ​)
x
1

​0
0 u = ​ →

x
1 0+

lim ​ =
u

ln(1 + u)
lim ​ =

1
​1+u

1

1 e =1 e

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — De L'Hospital χωρίς απροσδιοριστία

✗ .

✓  Η μορφή  είναι  (όχι απροσδιό ριστη)· απλώ ς αντικαθιστού με: το ό ριο είναι . Η τυφλή  εφαρμογή
του κανό να δίνει λά θος αποτέλεσμα!

​ ​ =
x→0
lim

x + 2
x + 1

lim ​ =
1
1

1

​2
1

​2
1

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Οι ασύ μπτωτες και ο κανό νας De L'Hospital είναι απαραίτητα εργαλεία για τη μελέτη συναρτήσεων. Στο
mathgreece.com θα βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο με ό λες τις απροσδιό ριστες μορφές.

Μάθημα 2.9 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

f(x) = ​

x + 3
2x − 1

​ ​

x→0
lim

x3

ημx − x
​ ​

x→1
lim

x − 12

lnx

f(x) = x + x + 12 +∞ −∞

​x
x→0+
lim x

​ ​ − ​

x→0
lim (

x

1
e − 1x

1 )
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Διαφορικός
Λογισμός

Μ Α Θ Η Μ Α  2 . 1 0

Μελέτη και χάραξη της γραφικής
παράστασης μιας συνάρτησης

Η πορεία μελέτης

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Πλήρης μελέτη ρητής συνάρτησης

Να μελετηθεί και να παρασταθεί γραφικά  η .

ΛΥΣΗ

1. Πεδίο ορισμού: . Συνεχή ς ως ρητή .

2. Μονοτονία – ακρότατα: . Πρό σημο του :  για

,  στα  και ,  για . Τοπικό  μέγιστο , τοπικό  ελά χιστο .

3. Κυρτότητα:  (διαίρεση), ά ρα : κοίλη στο ,

κυρτή  στο . Σημείο καμπή ς δεν υπά ρχει (το  δεν ανή κει στο πεδίο).

4. Ασύμπτωτες: κατακό ρυφη  ( , )· πλά για  στο 
(αφού  ).

‖

‖

↗ ∩ ↘ ∩ ‖ ↘ ∪ ↗ ∪
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ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Τα βήματα της πλήρους μελέτης

1. Πεδίο ορισμού (και συμμετρίες: ά ρτια  / περιττή  · περιοδικό τητα).

2. Συνέχεια και ό ρια στα ά κρα του πεδίου ορισμού .

3. Πρώτη παράγωγος: μονοτονία και ακρό τατα.

4. Δεύτερη παράγωγος: κυρτό τητα και σημεία καμπή ς.

5. Ασύμπτωτες.
6. Πίνακας μεταβολών που συγκεντρώ νει ό λα τα παραπά νω.

7. Σημεία τομή ς με τους ά ξονες και χάραξη της γραφική ς παρά στασης.

f(−x) = f(x) f(−x) = −f(x)

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Συμμετρίες

Αν η  είναι άρτια, η  είναι συμμετρική  ως προς τον ά ξονα · αν είναι περιττή, ως προς την αρχή
των αξό νων. Τό τε αρκεί να τη μελετή σουμε για .

f C ​f y y′

x ≥ 0

f(x) = ​

x − 1
x2

R − {1}

f (x) =′
​ =

(x − 1)2

2x(x − 1) − x2

​

(x − 1)2

x(x − 2)
x(x − 2) +

x < 0 − (0, 1) (1, 2) + x > 2 f(0) = 0 f(2) = 4

f(x) = x + 1 + ​

x − 1
1

f (x) =′′
​

(x − 1)3

2
(−∞, 1)

(1, +∞) 1

x = 1 lim ​ f =1− −∞ lim ​ f =1+ +∞ y = x + 1 ±∞
f(x) − (x + 1) = ​ →

x−1
1 0

x −∞ 0 1 2 +∞

f ′ + 0 − − 0 +

f ′′ − − + +

f −∞ 0 4 +∞
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y
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4

5

6

7

8

9

O

y = x + 1

x = 1

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Πλήρης μελέτη με εκθετική

Να μελετηθεί η .

ΛΥΣΗ

Πεδίο: , συνεχή ς.

Μονοτονία: : αύ ξουσα στο , φθίνουσα στο · ολικό  μέγιστο
.

Κυρτότητα: : κοίλη στο , κυρτή  στο · σημείο καμπή ς .

Όρια – ασύμπτωτες:  (και , ά ρα καμία ασύ μπτωτη στο ).

 (De L'Hospital): οριζό ντια ασύ μπτωτη  στο .

x

y

−1 1 2 3 4 5 6

−1,5

−1

−0,5

0,5

O

μέγιστο
σ. καμπή ς

f(x) = x e−x

R

f (x) =′ e (1 −−x x) (−∞, 1] [1, +∞)
f(1) = ​

e
1

f (x) =′′ e (x −−x 2) (−∞, 2] [2, +∞) 2, ​(
e2
2 )

​f =
x→−∞
lim −∞ ​ =

x

f(x) e →−x +∞ −∞

​ ​ =
x→+∞
lim

ex
x 0 y = 0 +∞
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●●○

Να μελετή σετε πλή ρως την .

→ Λύση 2.10/1

2

●●○

Να μελετή σετε την .

→ Λύση 2.10/2

3

●●●

Να μελετή σετε την  και να βρείτε το σύ νολο τιμώ ν της.

→ Λύση 2.10/3

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Πίνακας χωρίς τα σημεία εκτός πεδίου

✗ Στον πίνακα μεταβολώ ν της  «ενώ νουμε» τα διαστή ματα  και  σε ένα.

✓  Στα σημεία που δεν ανή κουν στο πεδίο ορισμού  βά ζουμε διπλή κάθετη γραμμή (‖): εκεί η
συνά ρτηση «σπά ει» και η μονοτονία μελετά ται χωριστά  σε κά θε διά στημα.

​

x−1
x

2
(0, 1) (1, 2)

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Θέλεις να εξασκηθείς στη χάραξη γραφικώ ν παραστάσεων; Στο mathgreece.com θα βρεις πλήρες
δωρεάν φροντιστήριο με διαδραστικά  γραφήματα και πλήρεις μελέτες συναρτήσεων.

Μάθημα 2.10 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

f(x) = x −3 3x2

f(x) = ​

x

lnx

f(x) = ​

x + 12

x
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Διαφορικός
Λογισμός

Ε Π Α Ν Α Λ Η Ψ Η  Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο Υ  2

Επαναληπτικά θέματα Διαφορικού
Λογισμού

Ο «χάρτης» του κεφαλαίου

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Θέμα τύπου Πανελλαδικών

Δίνεται η συνά ρτηση , . (α) Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία και τα
ακρό τατα. (β) Να αποδειχθεί ό τι η  είναι κυρτή  και να βρεθεί η εφαπτομένη της  στο σημείο της με

τετμημένη . (γ) Να αποδειχθεί ό τι  για κά θε . (δ) Να βρεθεί το .

ΛΥΣΗ

(α) :  για ,  για . Φθίνουσα στο , αύ ξουσα στο ,
ολικό  ελά χιστο .

(β) : κυρτή  στο . , . Εφαπτομένη: 
, δηλαδή  .

(γ) Λόγω κυρτό τητας η  βρίσκεται πάνω από  την εφαπτομένη της (εκτό ς από  το σημείο
επαφή ς): , δηλαδή  , ή   για κά θε , με
ισό τητα μό νο για .

(δ) Μορφή  , De L'Hospital: .

ZQL22ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΣΥΝΟΨΗ — Τι πρέπει να ξέρεις να κάνεις

Δεξιότητα Μάθημα

Παράγωγος με τον ορισμό , παραγωγισιμό τητα σε σημείο αλλαγή ς τύ που, εφαπτομένη 2.1 – 2.2

Παραγώ γιση με κανό νες και αλυσίδα, εφαπτομένη από  εξωτερικό  σημείο 2.3

Ρυθμό ς μεταβολή ς, σχετικοί ρυθμοί 2.4

Rolle, Θ.Μ.Τ. (ύ παρξη , ανισό τητες) 2.5

Σταθερή  συνάρτηση, εύ ρεση τύ που, μονοτονία, πλήθος ριζώ ν 2.6

Fermat, ακρό τατα, ανισό τητες, εξισώ σεις με παράμετρο 2.7

Κυρτό τητα, σημεία καμπή ς, θέση εφαπτομένης 2.8

Ασύ μπτωτες, De L'Hospital, πλήρης μελέτη 2.9 – 2.10

ξ

f(x) = e −x x − 1 x ∈ R
f C ​f

1 e ≥x ex x ∈ R ​ ​

x→0
lim

x2

f(x)

f (x) =′ e −x 1 < 0 x < 0 > 0 x > 0 (−∞, 0] [0, +∞)
f(0) = 0

f (x) =′′ e >x 0 R f(1) = e − 2 f (1) =′ e − 1 y − (e − 2) = (e −
1)(x − 1) y = (e − 1)x − 1

C ​f

f(x) ≥ (e − 1)x − 1 e −x x − 1 ≥ (e − 1)x − 1 e ≥x ex x

x = 1

​0
0 lim ​ =2x

e −1x

lim ​ =2
e
x

​2
1
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∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Θέμα τύπου Πανελλαδικών με εύρεση τύπου

Έστω  παραγωγίσιμη με  για κά θε  και . (α) Να αποδειχθεί ό τι
. (β) Να αποδειχθεί ό τι η εξίσωση  έχει ακριβώ ς μία ρίζα στο .

ΛΥΣΗ

(α) Θέτουμε . Τό τε , ά ρα  σταθερή : 
, δηλαδή  .

(β) , συνεχή ς, , : ρίζα στο  (Bolzano).
 για , ά ρα η  είναι γνησίως αύ ξουσα στο  και η ρίζα μοναδική

εκεί.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●●○

Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της  στο σημείο με τετμημένη .
→ Λύση Επ. 2/1

2

●●○

Να αποδείξετε ό τι η εξίσωση  έχει ακριβώ ς μία πραγματική  ρίζα και να βρείτε
μεταξύ  ποιων διαδοχικώ ν ακεραίων βρίσκεται.

→ Λύση Επ. 2/2

3

●●○

Να βρείτε το .

→ Λύση Επ. 2/3

4

●●●

Έστω  δύ ο φορές παραγωγίσιμη στο  με . Να αποδείξετε ό τι υπά ρχει
 με .

→ Λύση Επ. 2/4

5

●●●

Να βρείτε ό λες τις τιμές του  για τις οποίες ισχύ ει  για κά θε .
→ Λύση Επ. 2/5

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Ανισότητες από κυρτότητα

Όταν σε μια ανισό τητα το ένα μέλος είναι ευθεία και το ά λλο μια κυρτή  (ή  κοίλη) συνά ρτηση, σκέψου
αμέσως: «μή πως η ευθεία είναι εφαπτομένη;». Αν ναι, η ανισό τητα προκύ πτει αμέσως από  τη θέση της
εφαπτομένης. Και ένας γρή γορος έλεγχος με έναν αριθμό  σε προστατεύ ει από  λά θη.

f : R → R f (x) =′ 2x f(x) x f(0) = 1
f(x) = ex

2
f(x) = 2 − x (0, 1)

g(x) = e f(x)−x2
g (x) =′ e (f (x) −−x2 ′ 2xf(x)) = 0 g g(x) =

g(0) = 1 f(x) = ex
2

h(x) = e +x2
x − 2 h(0) = −1 < 0 h(1) = e − 1 > 0 (0, 1)

h (x) =′ 2xe +x
2

1 > 0 x ≥ 0 h [0, 1]

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Θέλεις πλήρη επαναληπτικά  διαγωνίσματα στον Διαφορικό  Λογισμό , σε επίπεδο Πανελλαδικώ ν; Στο
mathgreece.com θα τα βρεις με αναλυτικές λύ σεις — πλήρες και δωρεάν φροντιστήριο.

Μάθημα Επ. 2 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

f(x) = ln(x +2 1) 1

x +3 3x − 5 = 0

​ ​

x→+∞
lim

ex
x + lnx3

f [0, 2] f(0) = f(1) = f(2) = 0
ξ ∈ (0, 2) f (ξ) =′′ 0

α > 0 α ≥x 1 + x x ∈ R
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33
Ολοκληρωτικός Λογισμός

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο

Τα μαθήματα του κεφαλαίου

3.1 Αόριστο ολοκλήρωμα

3.2 Μέθοδοι ολοκλήρωσης

3.3 Διαφορικές εξισώσεις

3.4 Ορισμένο ολοκλήρωμα

3.5 Η συνάρτηση F(x) = ∫ₐˣ f(t)dt –
Θεμελιώδες θεώρημα

3.6 Θεώρημα Μέσης Τιμής
Ολοκληρωτικού Λογισμού

3.7 Εμβαδόν επίπεδου χωρίου

Επ. 3 Επαναληπτικά θέματα
Ολοκληρωτικού Λογισμού

Τι θα κατακτήσεις

Να βρίσκεις παράγουσες και αόριστα
ολοκληρώματα.
Να εφαρμόζεις παραγοντική ολοκλήρωση
και αντικατάσταση· να ολοκληρώνεις
ρητές συναρτήσεις.
Να λύνεις απλές διαφορικές εξισώσεις.
Να υπολογίζεις ορισμένα ολοκληρώματα
και να χρησιμοποιείς το Θεμελιώδες
Θεώρημα.
Να μελετάς συναρτήσεις της μορφής

.

Να υπολογίζεις εμβαδά επίπεδων χωρίων.

Ο Διαφορικό ς Λογισμό ς απαντά  στο ερώ τημα
«πό σο γρήγορα αλλάζει ένα μέγεθος;». Ο
Ολοκληρωτικό ς Λογισμό ς κάνει την αντίστροφη
ερώ τηση: «αν ξέρω πό σο γρήγορα αλλάζει, πό σο
άλλαξε συνολικά ;». Η απάντηση οδηγεί στην
παράγουσα, στο ολοκλήρωμα και στον
υπολογισμό  εμβαδώ ν καμπυλόγραμμων χωρίων.
Το εντυπωσιακό  είναι ό τι τα δύ ο «προβλήματα»
— εφαπτομένη και εμβαδό ν — συνδέονται με ένα
μό νο θεώ ρημα, το Θεμελιώ δες Θεώ ρημα του
Ολοκληρωτικού  Λογισμού .

F (x) = ​ f(t) dt∫
α

x

Συμπληρωματικό υλικό, βίντεο και επιπλέον ασκήσεις για το Κεφάλαιο 3: mathgreece.com



x

y

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

3

4

O

Οι παράγουσες διαφέρουν κατά σταθερά: «παράλληλες»
καμπύλες

Ολοκληρωτικός
Λογισμός

Μ Α Θ Η Μ Α  3 . 1

Αόριστο ολοκλήρωμα

Αρχική συνάρτηση (παράγουσα)

Π.χ. η  είναι παρά γουσα της , αλλά  και οι , … — κά θε συνά ρτηση της
μορφή ς .

Το αόριστο ολοκλήρωμα

Από  τον ορισμό , .

ZQL23ZQ
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ΟΡΙΣΜΟΣ — Αρχική συνάρτηση

Έστω  μια συνά ρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα . Αρχική συνάρτηση ή  παράγουσα της  στο 
λέγεται κά θε συνά ρτηση  που είναι παραγωγίσιμη στο  και ισχύ ει

f Δ f Δ
F Δ

F (x) =′ f(x) για κ θε x ∈ά Δ.

F (x) = x3 f(x) = 3x2 x +3 5 x −3
​2

x +3 c

ΘΕΩΡΗΜΑ — Όλες οι παράγουσες

Αν  είναι μια παρά γουσα της  στο , τό τε:

ό λες οι συναρτή σεις , , είναι παρά γουσες της  στο , και

κάθε ά λλη παρά γουσα  της  στο  παίρνει τη μορφή  .

F f Δ

G(x) = F (x) + c c ∈ R f Δ

G f Δ G(x) = F (x) + c

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Για την πρώ τη: . Για τη δεύ τερη: αν  είναι παρά γουσα, τό τε 
 για κά θε , οπό τε (συνέπεια του Θ.Μ.Τ., μά θημα 2.6) υπά ρχει σταθερά   με 

.

(F (x) + c) =′ F (x) =′ f(x) G G (x) =′

f(x) = F (x)′ x ∈ Δ c G(x) =
F (x) + c

ΟΡΙΣΜΟΣ — Αόριστο ολοκλήρωμα

Το σύ νολο ό λων των παραγουσώ ν μιας  σε ένα
διά στημα  λέγεται αόριστο ολοκλήρωμα της

 στο  και συμβολίζεται

ό που  μια παρά γουσα της . Η  λέγεται
ολοκληρωτέα συνά ρτηση.

f

Δ
f Δ

f(x) dx =∫ F (x) + c, c ∈ R,

F f f

f (x) dx =∫ ′ f(x) + c
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ΚΛΕΙΔΙ — Πίνακας βασικών αόριστων ολοκληρωμάτων

Ολοκλήρωμα Αποτέλεσμα

, 

$\ln x + c$

0 dx∫ c

1 dx∫ x + c

x dx∫ α α = −1
​ +

α + 1
xα+1

c

​ dx∫
x

1

συνx dx∫ ημx + c

ημx dx∫ −συνx + c

​ dx∫
συν x2

1
εφx + c

​ dx∫
ημ x2

1
−σφx + c

e dx∫ x e +x c

α dx∫ x
​ +

lnα
αx

c

ΘΕΩΡΗΜΑ — Ιδιότητες

Αν οι ,  έχουν παρά γουσα σε ένα διά στημα  και :f g Δ λ ∈ R∗

λf(x) dx =∫ λ f(x) dx, (f(x) +∫ ∫ g(x)) dx = f(x) dx +∫ g(x) dx.∫

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Τα ολοκληρώματα ορίζονται σε ΔΙΑΣΤΗΜΑ

Ο τύ πος  ισχύ ει χωριστά σε καθένα από  τα διαστή ματα  και · σε
κά θε διά στημα η σταθερά  μπορεί να είναι διαφορετική .

dx =∫
x
1 ln ∣x∣ + c (−∞, 0) (0, +∞)

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Το ολοκλήρωμα γινομένου

✗ .

✓  Δεν υπά ρχει «κανό νας γινομένου» που να δίνει γινό μενο ολοκληρωμά των. Το ολοκλή ρωμα αυτό
υπολογίζεται με παραγοντική ολοκλήρωση (επό μενο μά θημα): . Έλεγχος με
παραγώ γιση:  ✓.

x e dx =∫ x
​ ⋅2

x
2
e +x c

(x − 1)e +x c

((x − 1)e ) =x ′
e +x (x − 1)e =x xex

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Έλεγχος πάντα με παραγώγιση

Για να ελέγξεις αν βρή κες σωστά  ένα αό ριστο ολοκλή ρωμα, παραγώγισε το αποτέλεσμα: πρέπει να
πά ρεις την ολοκληρωτέα συνά ρτηση.
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Βασικά ολοκληρώματα

Να υπολογιστού ν: (α)  (β)  (γ)  (δ) .

ΛΥΣΗ

(α) .

(β) :  (εδώ  ).

(γ)  (σε καθένα από  τα διαστή ματα , ).

(δ) .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Εύρεση συνάρτησης από την παράγωγο

Να βρεθεί η  αν  και .

ΛΥΣΗ

. . Άρα 
.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Κίνηση

Ένα κινητό  ξεκινά  από  τη θέση  m με ταχύ τητα  m/s. Να βρεθεί η θέση του τη
χρονική  στιγμή  .

ΛΥΣΗ

, με . Άρα  m.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Συνθήκη με δεύτερη παράγωγο

Να βρεθεί η  αν ,  και .

ΛΥΣΗ

, . , . Άρα .

(4x −∫ 3 6x + 2) dx ​ + ​ dx∫ ( x
x

2 ) ​ dx∫
x2

x + 12

(3e −∫ x 2ημx) dx

x −4 3x +2 2x + c

​ =x x1/2
​ +

3/2
x3/2

2 ln ∣x∣ + c = ​x ​ +
3
2

x 2 lnx + c x > 0

1 + x dx =∫ ( −2) x − ​ +
x

1
c (−∞, 0) (0, +∞)

3e +x 2συνx + c

f : R → R f (x) =′ 6x −2 2x f(1) = 4

f(x) = (6x −∫ 2 2x) dx = 2x −3 x +2 c f(1) = 2 − 1 + c = 4 ⇒ c = 3 f(x) = 2x −3 x +2

3

S(0) = 2 υ(t) = 3t +2 4t
t = 2

S(t) = υ(t) dt =∫ t +3 2t +2 c S(0) = c = 2 S(2) = 8 + 8 + 2 = 18

f f (x) =′′ 6x f (0) =′ 1 f(0) = 2

f (x) =′ 3x +2 c ​1 f (0) =′ c ​ =1 1 f(x) = x +3 x + c ​2 f(0) = c ​ =2 2 f(x) = x +3 x + 2

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Στο mathgreece.com θα βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο με τεστ αυτοματισμού  στα βασικά
ολοκληρώ ματα και πολλές ασκήσεις εύ ρεσης συνάρτησης.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να υπολογίσετε: (α)  (β)  (γ) .

→ Λύση 3.1/1

2

●○○

Να υπολογίσετε , .

→ Λύση 3.1/2

3

●●○

Να βρείτε την  αν , , και .

→ Λύση 3.1/3

4

●●○

Να βρείτε την εξίσωση της καμπύ λης  που διέρχεται από  το  και έχει σε κά θε σημείο
της κλίση .

→ Λύση 3.1/4

5

●●●

Να βρείτε την  αν , η  διέρχεται από  το  και έχει εκεί εφαπτομένη
παρά λληλη στην .

→ Λύση 3.1/5

Μάθημα 3.1 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

(x −∫ 4 3x +2 5) dx ​ dx∫
x2

3
(2συνx +∫ e ) dxx

​ dx∫
x

x − 2x + 13

x > 0

f f (x) =′ e +x
​

x

1
x > 0 f(1) = e

y = f(x) (0, 1)
2x − 3

f f (x) =′′ 12x +2 2 C ​f (1, 3)
y = 5x
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∎

Ολοκληρωτικός
Λογισμός

Μ Α Θ Η Μ Α  3 . 2

Μέθοδοι ολοκλήρωσης

Παραγοντική ολοκλήρωση

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Πολυώνυμο επί εκθετική

Να υπολογιστεί το .

ΛΥΣΗ

, οπό τε

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Με λογάριθμο

Να υπολογιστού ν: (α)  (β) .

ZQL24ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ΘΕΩΡΗΜΑ — Παραγοντική ολοκλήρωση

Αν οι ,  είναι παραγωγίσιμες με συνεχείς παραγώ γους σε ένα διά στημα, τό τεf g

f(x)g (x) dx =∫ ′ f(x)g(x) − f (x)g(x) dx.∫ ′

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Από  τον κανό να του γινομένου, , ά ρα . Ολοκληρώ νοντας: 
.

(fg) =′ f g +′ fg′ fg =′ (fg) −′ f g′ fg =∫ ′

fg − f g∫ ′

ΚΛΕΙΔΙ — Ποια συνάρτηση «γίνεται» 

Μορφή ολοκληρώματος Θέτουμε ως Θέτουμε ως 

το πολυώ νυμο

,
το τριγωνομετρικό

το πολυώ νυμο

το πολυώ νυμο 

οποιοδήποτε — εφαρμό ζουμε δύο φορές και λύ νουμε
ως προς το ολοκλήρωμα

g′

g′ f

P (x)e dx∫ αx eαx
P (x)

P (x)ημ(αx)dx∫
P (x)συν(αx)dx∫ P (x)

P (x) lnx dx∫ P (x) lnx

e ημ(βx)dx∫ αx

x e dx∫ 2x

e =2x
​( 2

e
2x )

′

x ​ dx =∫ (
2
e2x

)
′

x ​ −
2
e2x

​dx =∫
2
e2x

​ −
2

xe2x

​ +
4
e2x

c = ​ +
4

e (2x − 1)2x

c.

lnx dx∫ x lnx dx∫
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ΛΥΣΗ

(α) .

(β) .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Δύο φορές παραγοντική – «κυκλική»

Να υπολογιστεί το .

ΛΥΣΗ

, δηλαδή  
. Άρα

Ολοκλήρωση με αντικατάσταση

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Αντικατάσταση

Να υπολογιστού ν: (α)  (β)  (γ)  (δ) .

ΛΥΣΗ

(α) , : .

(β) Ο αριθμητή ς είναι η παρά γωγος του παρονομαστή :  (ο παρονομαστή ς είναι
πά ντα θετικό ς).

(γ) , : .

(δ) .

(x) lnx dx =∫ ′ x lnx − x ⋅∫ ​dx =
x
1 x lnx − x + c

​ lnx dx =∫ ( 2
x2 )

′
​ lnx −2

x2
​ ⋅∫ 2

x2
​dx =

x
1 lnx −2

x2
​ +4

x2
c

I = e ημx dx∫ x

I = (e ) ημx dx =∫ x ′ e ημx −x e συνx dx =∫ x e ημx −x e συνx + e ημx dx[ x ∫ x ] I =
e (ημx −x συνx) − I

I = ​ +
2

e (ημx − συνx)x

c.

ΘΕΩΡΗΜΑ — Μέθοδος αντικατάστασης

Αν , με  παραγωγίσιμη και  συνεχή ς, και  μια παρά γουσα της , τό τε

Πρακτικά : θέτουμε , οπό τε .

u = g(x) g g′ F f

f(g(x)) g (x) dx =∫ ′ f(u) du =∫ F (u) + c = F (g(x)) + c.

u = g(x) du = g (x) dx′

ΠΟΡΙΣΜΑ — Χρήσιμα αποτελέσματα

Επίσης, για : , , .

​ dx =∫
g(x)
g (x)′

ln ∣g(x)∣ + c, e g (x) dx =∫ g(x) ′ e +g(x) c, g (x)g (x) dx =∫ ν ′
​ +

ν + 1
g (x)ν+1

c.

α = 0 e dx =∫ αx
​ +

α
eαx c συν(αx)dx =∫ ​ +α

ημ(αx) c ημ(αx)dx =∫ − ​ +α
συν(αx) c

2x(x +∫ 2 1) dx5
​dx∫

x + 3x + 52

2x + 3
x e dx∫ x

2 εφx dx∫

u = x +2 1 du = 2x dx u du =∫ 5
​
+6

u
6

c = ​ +6
(x +1)2 6

c

ln(x +2 3x + 5) + c

u = x2 du = 2x dx ​ e du =2
1 ∫ u

​ +2
e
x2

c

​dx =∫ συνx
ημx − ​dx =∫ συνx

(συνx)′

− ln ∣συνx∣ + c
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∎

∎

Ολοκλήρωση ρητών συναρτήσεων

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Απλά κλάσματα

Να υπολογιστεί το .

ΛΥΣΗ

. Αναζητού με  με , δηλαδή  

. Για : , . Για : , . Άρα

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6 Διαίρεση πρώτα

Να υπολογιστεί το .

ΛΥΣΗ

. Άρα .

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Ρητή συνάρτηση 

1. Αν : κά νουμε διαίρεση , οπό τε  με .

2. Αν ο αριθμητή ς είναι (πολλαπλά σιο της) παρά γωγος του παρονομαστή : .

3. Αν ο παρονομαστή ς αναλύ εται σε διαφορετικούς πρωτοβά θμιους παρά γοντες, «σπά με» σε απλά
κλάσματα:

​

Q(x)
P (x)

degP ≥ degQ P = QΠ + υ ​ =
Q
P Π + ​

Q
υ deg υ < degQ

ln ∣Q∣

​ =
(x − ρ ​)(x − ρ ​)1 2

αx + β
​ +

x − ρ ​1

A
​.

x − ρ ​2

B

​dx∫
x − x − 22

x + 5

x −2 x − 2 = (x − 2)(x + 1) A,B ​ =(x−2)(x+1)
x+5

​ +
x−2
A

​

x+1
B x + 5 =

A(x + 1) + B(x − 2) x = 2 7 = 3A A = ​3
7 x = −1 4 = −3B B = − ​3

4

​dx =∫
x − x − 22

x + 5
​ ln ∣x −

3
7

2∣ − ​ ln ∣x +
3
4

1∣ + c.

​dx∫
x − 1
x + 12

​ =x−1
x +12

x + 1 + ​

x−1
2 =∫ ​ +2

x
2

x + 2 ln ∣x − 1∣ + c

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Τριγωνομετρικά: «υποβιβασμός» δύναμης

Για  και  χρησιμοποιού με , . Π.χ. 
.

ημ x dx∫ 2 συν x dx∫ 2 ημ x =2
​2

1−συν2x συν x =2
2

1+συν2x ημ x dx =∫ 2

​ −2
x

​ +4
ημ2x c

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Ξεχνάμε τον συντελεστή της αντικατάστασης

✗ .

✓ . Έλεγχος:  ✓.

e dx =∫ 3x e +3x c

e dx =∫ 3x
​ +3

e
3x

c ​ =( 3
e

3x
)

′
e3x
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να υπολογίσετε: (α)  (β) .

→ Λύση 3.2/1

2

●○○

Να υπολογίσετε: (α)  ( ) (β) .

→ Λύση 3.2/2

3

●●○

Να υπολογίσετε το .

→ Λύση 3.2/3

4

●●○

Να υπολογίσετε το .

→ Λύση 3.2/4

5

●●●

Να υπολογίσετε το .
→ Λύση 3.2/5

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Η επιλογή  της σωστή ς μεθό δου ολοκλήρωσης θέλει εξάσκηση. Στο mathgreece.com θα βρεις πλήρες
δωρεάν φροντιστήριο με «οδηγό  αναγνώ ρισης» μεθό δου και δεκάδες λυμένα ολοκληρώ ματα.

Μάθημα 3.2 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

x συνx dx∫ x e dx∫ 2 x

​dx∫
x + 13

3x2
x > −1 ημx συν x dx∫ 3

dx∫
x − 42

1

​dx∫
x

lnx

e συνx dx∫ −x
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Ολοκληρωτικός
Λογισμός

Μ Α Θ Η Μ Α  3 . 3

Διαφορικές εξισώσεις

Τι είναι διαφορική εξίσωση

Μια διαφορική εξίσωση είναι μια εξίσωση στην οποία ά γνωστος είναι μια συνάρτηση  και στην
οποία εμφανίζεται η παρά γωγό ς της. Π.χ. η  ζητά  ό λες τις συναρτή σεις που η παρά γωγό ς τους είναι
διπλά σια από  τις ίδιες. Λύση είναι κά θε συνά ρτηση που την επαληθεύ ει· το σύ νολο ό λων των λύ σεων
λέγεται γενική λύση.

Εξισώσεις με χωριζόμενες μεταβλητές

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Εκθετική αύξηση

Να λυθεί η  με , και να βρεθεί η λύ ση με .

ΛΥΣΗ

, . Με : 
. (Αυτή  είναι η «εκθετική  αύ ξηση» για  ή  «εκθετική  μείωση» για  — πληθυσμοί,
ραδιενεργό ς διά σπαση, τό κοι.)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Χωριζόμενες με πολυώνυμα

Να βρεθεί η λύ ση της , , με .

ΛΥΣΗ

. Με : , ά ρα .

ZQL25ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

y = y(x)
y =′ 2y

ΟΡΙΣΜΟΣ — Χωριζόμενες μεταβλητές

Διαφορική  εξίσωση με χωριζόμενες μεταβλητές λέγεται κά θε εξίσωση της μορφή ς

ό που  συνά ρτηση μό νο του  και  συνά ρτηση μό νο του .

α(y) y =′ β(x),

α(y) y β(x) x

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Επίλυση

Γρά φουμε  και «χωρίζουμε» τις μεταβλητές: . Ολοκληρώ νουμε κά θε μέλος
ως προς τη δική  του μεταβλητή : , ό που ,  παρά γουσες των , . Από  εδώ  λύ νουμε
(αν γίνεται) ως προς .

y =′
​

dx
dy α(y) dy = β(x) dx

A(y) = B(x) + c A B α β

y

y =′ αy y > 0 y(0) = y ​0

​ =y
y′

α ⇒ ​ =∫
y
dy αdx ⇒∫ ln y = αx + c ​ ⇒1 y = e e =c ​1 αx c eαx c > 0 y(0) = y ​0 y = y ​e0

αx

α > 0 α < 0

y =′
​

y

x
y > 0 y(0) = 2

y dy = x dx ⇒ ​ =2
y

2
​ +2

x
2

c ⇒ y =2 x +2 2c y(0) = 2 2c = 4 y = ​x + 42
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x

y

1 2 3

1

2

3

4

5

O

∎

∎

Γραμμικές διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξης

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Γραμμική με σταθερούς συντελεστές

Να λυθεί η  με . (Στο σχή μα: διά φορες λύ σεις της γενική ς λύ σης· κό κκινη η
ζητού μενη.)

ΛΥΣΗ

, . Πολλαπλασιά ζουμε με : , ά ρα
 και . Από  : .

Λύ ση: .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Γραμμική με μεταβλητούς συντελεστές

Να λυθεί η , .

ΛΥΣΗ

, . Πολλαπλασιά ζουμε με : , δηλαδή  , ά ρα 
 και .

ΟΡΙΣΜΟΣ — Γραμμική διαφορική εξίσωση 1ης τάξης

Λέγεται κά θε εξίσωση της μορφή ς

y +′ α(x) y = β(x).

ΚΛΕΙΔΙ — Μέθοδος του ολοκληρωτικού παράγοντα

1. Βρίσκουμε μια παρά γουσα  της .

2. Πολλαπλασιά ζουμε την εξίσωση με : τό τε το πρώ το μέλος γίνεται , αφού  
.

3. Άρα , οπό τε , ό που  παρά γουσα της .

4. Λύ νουμε ως προς : .

A(x) α(x)

eA(x) (y e )A(x) ′ (ye ) =A ′

y e +′ A yα(x)eA

(y e ) =A(x) ′
β(x)eA(x) y e =A(x) B(x) + c B β(x)eA(x)

y y = e (B(x) +−A(x) c)

y +′ 3y = 6 y(0) = 5

α(x) = 3 A(x) = 3x e3x (ye ) =3x ′ 6e3x

ye =3x 2e +3x c y = 2 + ce−3x y(0) = 2 + c = 5 c = 3
y = 2 + 3e−3x

y +′
​ =

x

y
3x x > 0

A(x) = lnx e =A(x) x x xy +′ y = 3x2 (xy) =′ 3x2 xy =
x +3 c y = x +2

​

x
c
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∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Νόμος ψύξης του Newton

Ένα φλιτζά νι καφέ θερμοκρασίας  °C αφή νεται σε δωμά τιο  °C. Η θερμοκρασία του  ικανοποιεί
 (  σε λεπτά ). Να βρεθεί η  και η θερμοκρασία μετά  από   λεπτά .

ΛΥΣΗ

Για : , ά ρα . Επομένως 
και  °C.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να λύ σετε την , , με .

→ Λύση 3.3/1

2

●○○

Να λύ σετε την  με .
→ Λύση 3.3/2

3

●●○

Να λύ σετε την .

→ Λύση 3.3/3

4

●●○

Να λύ σετε την .
→ Λύση 3.3/4

5

●●●

Ο πληθυσμό ς μιας καλλιέργειας διπλασιά ζεται κά θε  ώ ρες, με ρυθμό  ανά λογο του πληθυσμού . Αν
αρχικά  υπά ρχουν  βακτή ρια, πό σα θα υπά ρχουν μετά  από   ώ ρες;

→ Λύση 3.3/5

90 20 θ(t)
θ (t) =′ −0,1(θ(t) − 20) t θ(t) 10

y(t) = θ(t) − 20 y =′ −0,1y y = y(0)e =−0,1t 70e−0,1t θ(t) = 20 + 70e−0,1t

θ(10) = 20 + 70e ≈−1 45,8

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Ξεχνάμε τη σταθερά

✗ .

✓  Η γενική λύ ση είναι · η σταθερά  προσδιορίζεται μό νο αν δοθεί αρχική  συνθή κη. Χωρίς
σταθερά  «χά νουμε» ά πειρες λύ σεις.

y =′ 2y ⇒ y = e2x

y = ce2x

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Οι διαφορικές εξισώ σεις περιγράφουν σχεδό ν κάθε φαινό μενο της Φυσική ς και της Βιολογίας. Στο
mathgreece.com θα βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο με εφαρμογές και λυμένες ασκήσεις.

Μάθημα 3.3 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

y =′ −2xy y > 0 y(0) = 3

y −′ y = 0 y(1) = e2

y +′ 2y = e−x

y +′ 2xy = x

3
500 10
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Ολοκληρωτικός
Λογισμός

Μ Α Θ Η Μ Α  3 . 4

Ορισμένο ολοκλήρωμα

Το πρόβλημα του εμβαδού

x

y

Κάτω άθροισμα (ορθογώνια «κάτω» από την καμπύλη)

x

y

Με περισσότερα ορθογώνια η προσέγγιση βελτιώνεται

Πώ ς βρίσκουμε το εμβαδό ν του χωρίου κά τω από  την καμπύ λη , από   έως ; Χωρίζουμε
το  σε  ισομή κη υποδιαστή ματα πλά τους , διαλέγουμε σε καθένα ένα σημείο  και
σχηματίζουμε το ά θροισμα των εμβαδώ ν των ορθογωνίων

Όσο αυξά νεται το , το ά θροισμα προσεγγίζει ό λο και καλύ τερα το εμβαδό ν.

ZQL26ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

y = f(x) x = α x = β

[α,β] ν Δx = ​

ν
β−α ξ ​κ

S ​ =ν ​f(ξ ​) Δx.
κ=1

∑
ν

κ

ν

ΟΡΙΣΜΟΣ — Ορισμένο ολοκλήρωμα

Αν η  είναι συνεχής στο , το ό ριο  υπά ρχει, είναι πραγματικό ς αριθμό ς και δεν

εξαρτά ται από  την επιλογή  των . Λέγεται ορισμένο ολοκλήρωμα της  από  το  στο  και
συμβολίζεται

Επίσης ορίζουμε  και, για , .

f [α,β] ​S ​

ν→+∞
lim ν

ξ ​κ f α β

​ f(x) dx.∫
α

β

​ f(x) dx =∫
α

α
0 α > β ​ f(x) dx =∫

α

β
− ​ f(x) dx∫

β

α

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ — Η μεταβλητή είναι «βουβή»

Το ορισμένο ολοκλή ρωμα είναι αριθμός και δεν εξαρτά ται από  το γρά μμα της μεταβλητή ς:
.​ f(x) dx =∫

α

β
​ f(t) dt =∫

α

β
​ f(u) du∫

α

β

ΚΛΕΙΔΙ — Γεωμετρική σημασία

Αν  στο , το  είναι το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από  τη , τον ά ξονα
 και τις ευθείες , . Π.χ.  (εμβαδό ν ορθογωνίου).
f(x) ≥ 0 [α,β] ​ f(x) dx∫

α

β
C ​f

x x′ x = α x = β ​ c dx =∫
α

β
c(β − α)
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∎

∎

Ιδιότητες του ορισμένου ολοκληρώματος

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Με γεωμετρία

Να υπολογιστεί το .

ΛΥΣΗ

Η  είναι το πά νω ημικύ κλιο του κύ κλου . Το ολοκλή ρωμα είναι το εμβαδό ν
του ημικυκλίου: .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Ιδιότητες

Αν  και , να βρεθού ν τα  και .

ΛΥΣΗ

. .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να υπολογίσετε με γεωμετρία: (α)  (β)  (γ) .
→ Λύση 3.4/1

2

●●○

Αν  και , να βρείτε το .

→ Λύση 3.4/2

ΘΕΩΡΗΜΑ — Ιδιότητες

Έστω  συνεχείς σε ένα διά στημα  και , .

1. Γραμμικότητα: .

2. Προσθετική ιδιότητα: .

3. Θετικότητα: αν  στο  ( ), τό τε . Αν επιπλέον η  δεν είναι
παντού  μηδέν, τό τε .

4. Μονοτονία: αν  στο , τό τε .

f , g Δ α,β, γ ∈ Δ λ,μ ∈ R

​ (λf(x) +∫
α

β
μg(x))dx = λ ​ f(x) dx +∫

α

β
μ ​ g(x) dx∫

α

β

​ f(x) dx =∫
α

β
​ f(x) dx +∫

α

γ
​ f(x) dx∫

γ

β

f(x) ≥ 0 [α,β] α < β ​ f(x) dx ≥∫
α

β
0 f

​ f(x) dx >∫
α

β
0

f(x) ≥ g(x) [α,β] ​ f ≥∫
α

β
​ g∫

α

β

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Η προσθετική ιδιότητα δεν θέλει 

Η ισό τητα  ισχύ ει για οποιαδήποτε  του διαστή ματος (με τη σύ μβαση για
αντεστραμμένα ά κρα). Η θετικό τητα ό μως θέλει : για  το πρό σημο αντιστρέφεται.

α < γ < β

​ =∫
α

β
​ + ​∫

α

γ ∫
γ

β
α,β, γ

α < β α > β

​dx∫−2
2

4 − x2

y = ​4 − x2 x +2 y =2 4
​π ⋅2

1 2 =2 2π

​ f(x) dx =∫0
3

5 ​ f(x) dx =∫1
3

2 ​ f(x) dx∫0
1

​ (2f(x) −∫3
0

1)dx

​ f =∫0
1

​ f −∫0
3

​ f =∫1
3 3 ​(2f −∫3

0 1) = − ​(2f −∫0
3 1) = −(2 ⋅ 5 − 3) = −7

Μάθημα 3.4 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

​ 3 dx∫0
4

​x dx∫0
2

​ ​dx∫0
3

9 − x2

​ f(x) dx =∫1
4 6 ​ g(x) dx =∫1

4 −2 ​ (3f(x) −∫1
4 2g(x) + x)dx
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3

●●○

Αν η  είναι συνεχή ς στο  με  και  όχι ταυτοτικά  ίση με , να αποδείξετε ό τι
.

→ Λύση 3.4/3

f [0, 1] f(x) ≥ x2 f x2

​ f(x) dx >∫0
1

​3
1
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x

y

α x

F(x)

F(x): το «συσσωρευμένο» εμβαδόν από το α ως το x

Ολοκληρωτικός
Λογισμός

Μ Α Θ Η Μ Α  3 . 5

Η συνάρτηση F(x) = ∫ₐˣ f(t)dt –
Θεμελιώδες θεώρημα

Το ολοκλήρωμα ως συνάρτηση του άνω άκρου

Αν η  είναι συνεχή ς σε ένα διά στημα  και , τό τε για
κά θε  ορίζεται ο αριθμό ς . Έτσι προκύ πτει μια
νέα συνάρτηση:

Το Θεμελιώδες Θεώρημα του Ολοκληρωτικού Λογισμού

ZQL27ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

f Δ α ∈ Δ
x ∈ Δ ​ f(t) dt∫

α

x

F (x) = ​ f(t) dt, x ∈∫
α

x

Δ.

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεμελιώδες Θεώρημα (1ο μέρος)

Αν η  είναι συνεχής σε ένα διά στημα  και , τό τε
η  είναι παράγουσα της  στο :

f Δ α ∈ Δ
F (x) = ​ f(t) dt∫

α

x
f Δ

​ f(t) dt =(∫
α

x

)
′

f(x) για κ θε x ∈ά Δ.

ΠΟΡΙΣΜΑ — Με σύνθεση

Αν η  είναι συνεχή ς στο  και η  παραγωγίσιμη με τιμές στο , τό τε

Κά θε συνεχή ς συνά ρτηση σε διά στημα έχει λοιπό ν παρά γουσα.

f Δ g Δ

​ f(t) dt =(∫
α

g(x)

)
′

f(g(x)) ⋅ g (x).′

ΘΕΩΡΗΜΑ — Θεμελιώδες Θεώρημα του Ολοκληρωτικού Λογισμού

Έστω  συνεχής σε ένα διά στημα . Αν  είναι μια παρά γουσα της  στο , τό τεf [α,β] G f [α,β]

​ f(t) dt =∫
α

β

G(β) − G(α) = [G(x)] ​.
α

β

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Η  είναι παρά γουσα της  (1ο μέρος). Επειδή  και η  είναι παρά γουσα, υπά ρχει  με
 για κά θε . Για : , ά ρα . Τό τε

 και για : , δηλαδή  .

F (x) = ​ f(t) dt∫
α

x
f G c

G(x) = F (x) + c x ∈ [α,β] x = α G(α) = F (α) + c = 0 + c c = G(α)
G(x) = F (x) + G(α) x = β G(β) = ​ f(t) dt +∫

α

β
G(α) ​ f(t) dt =∫

α

β
G(β) − G(α)
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Μέθοδοι στο ορισμένο ολοκλήρωμα

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Υπολογισμός με το θεμελιώδες θεώρημα

Να υπολογιστού ν: (α)  (β)  (γ) .

ΛΥΣΗ

(α) . (β) . (γ) .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Παραγοντική με άκρα

Να υπολογιστεί το .

ΛΥΣΗ

.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Αντικατάσταση με άκρα

Να υπολογιστεί το .

ΛΥΣΗ

, . Για : · για : . Άρα

ΛΙΓΗ ΙΣΤΟΡΙΑ

Το Θεμελιώ δες Θεώ ρημα, που διατυπώ θηκε από  τους Newton και Leibniz, είναι η «γέφυρα» ανά μεσα
στον Διαφορικό  και στον Ολοκληρωτικό  Λογισμό : δείχνει ό τι η ολοκλή ρωση και η παραγώ γιση είναι
αντίστροφες διαδικασίες. Πριν από  αυτό , ο υπολογισμό ς εμβαδώ ν (από  την εποχή  του Αρχιμή δη!)
απαιτού σε πολύ πλοκα όρια αθροισμά των· μετά  από  αυτό , αρκεί να βρού με μια παρά γουσα.

ΚΛΕΙΔΙ — Παραγοντική και αντικατάσταση με άκρα

Παραγοντική: .

Αντικατάσταση: , ό που ,  — αλλάζουμε

και τα άκρα!

​ f(x)g (x) dx =∫
α

β
′ [f(x)g(x)] ​ −

α

β
​ f (x)g(x) dx∫

α

β
′

​ f(g(x))g (x) dx =∫
α

β
′

​ f(u) du∫
u ​1

u ​2

u ​ =1 g(α) u ​ =2 g(β)

​(3x −∫1
2 2 2x) dx ​ συνx dx∫0

π/2
​ ​ dx∫1
e

x

1

[x −3 x ] ​ =2
1
2

(8 − 4) − (1 − 1) = 4 [ημx] ​ =0
π/2

1 [ lnx] ​ =1
e

1

​xe dx∫0
1 x

[xe ] ​ −x
0

1
​ e dx =∫0

1 x e − [e ] ​ =x
0

1
e − (e − 1) = 1

​x ​dx∫0
2

x + 52

u = x +2 5 du = 2x dx x = 0 u = 5 x = 2 u = 9

​ ​du =
2
1 ∫

5

9

u ​ ​u ​ =
2
1 [

3
2 3/2]

5

9

​(27 −
3
1

5 ​).5
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∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Παράγωγος ολοκληρώματος

Να βρεθεί η παρά γωγος των: (α) ,  (β)  (γ) 

.

ΛΥΣΗ

(α) . (β) .

(γ) , ά ρα .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 Μελέτη συνάρτησης-ολοκληρώματος

Δίνεται . Να βρεθού ν τα ακρό τατα της .

ΛΥΣΗ

: τοπικό  μέγιστο στο  και τοπικό  ελά χιστο στο . Επειδή
: , .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να υπολογίσετε: (α)  (β)  (γ) .
→ Λύση 3.5/1

2

●○○

Να υπολογίσετε το .

→ Λύση 3.5/2

F (x) = ​ ​ dt∫1
x

t

et
x > 0 G(x) = ​ ημ(t ) dt∫0

x2
2 H(x) =

​ e dt∫
x

2x −t2

F (x) =′
​

x

ex
G (x) =′ ημ(x ) ⋅4 2x

H(x) = ​ e dt −∫0
2x −t2

​ e dt∫0
x −t2 H (x) =′ 2e −−4x2

e−x2

F (x) = ​(t −∫0
x 2 4) dt F

F (x) =′ x −2 4 = (x − 2)(x + 2) −2 2
F (x) = ​

−3
x

3
4x F (−2) = ​3

16 F (2) = − ​3
16

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Ξεχνάμε να αλλάξουμε τα άκρα

✗ .

✓ Με  τα ά κρα γίνονται  και : .

​ 2x(x +∫0
2 2 1) dx =3

​u du =∫0
2 3 4

u = x +2 1 1 5 ​u du =∫1
5 3

​ =4
625−1 156

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — Παράγωγος ολοκληρώματος με μεταβλητό άνω άκρο

✗ .

✓ Κανό νας αλυσίδας: .

​ e dt =(∫0
x2

t )
′

ex
2

e ⋅x2
(x ) =2 ′ 2xex

2

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Το Θεμελιώ δες Θεώ ρημα και η συνάρτηση  εμφανίζονται σταθερά  στα Θέματα Γ και Δ των
Πανελλαδικώ ν. Στο mathgreece.com θα βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο με ό λες τις κατηγορίες.

​ f∫
α

x

Μάθημα 3.5 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

​(e +∫0
1 x 2x) dx ​ ημx dx∫0

π
​ ​dx∫1

4
x

​ lnx dx∫1
e
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3

●●○

Να υπολογίσετε το .

→ Λύση 3.5/3

4

●●○

Να βρείτε την παρά γωγο της , .
→ Λύση 3.5/4

5

●●○

Να βρείτε τη συνεχή   αν  για κά θε .

→ Λύση 3.5/5

6

●●●

Να βρείτε τη συνεχή   για την οποία ισχύ ει  για κά θε .
→ Λύση 3.5/6

​ ​dx∫0
1

x + 12

x

F (x) = ln t dt∫
x

x3

x > 0

f ​ f(t) dt =∫0
x

x +3 2x x

f : R → R f(x) = 2 + ​ f(t) dt∫0
x

x
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x

y

ξα β

Το ορθογώνιο ύψους f(ξ) έχει εμβαδόν ίσο με το ∫f

∎

∎

Ολοκληρωτικός
Λογισμός

Μ Α Θ Η Μ Α  3 . 6

Θεώρημα Μέσης Τιμής Ολοκληρωτικού
Λογισμού

Η μέση τιμή μιας συνάρτησης

Ο αριθμό ς  λέγεται μέση τιμή της  στο . Γεωμετρικά , για , είναι το ύ ψος του

ορθογωνίου με βά ση  που έχει το ίδιο εμβαδόν με το χωρίο κά τω από  τη .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Μέση τιμή

Να βρεθεί η μέση τιμή  της  στο  και το  του θεωρή ματος.

ΛΥΣΗ

. .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Μέση θερμοκρασία

Η θερμοκρασία σε μια πό λη  ώ ρες μετά  τα μεσά νυχτα είναι  (°C). Ποια είναι η
μέση θερμοκρασία από  τις  π.μ. έως τις  μ.μ.;

ΛΥΣΗ

°C.

ZQL28ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ΘΕΩΡΗΜΑ
— Θεώρημα Μέσης Τιμής
Ολοκληρωτικού Λογισμού

Αν η  είναι συνεχής στο , τό τε υπά ρχει ένα
τουλά χιστον  τέτοιο ώ στε

f [α,β]
ξ ∈ (α,β)

f(ξ) = ​ ​ f(x) dx.
β − α

1
∫
α

β

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

∎

Η  είναι συνεχή ς στο  και
παραγωγίσιμη στο  με . Από  το Θ.Μ.Τ. του
Διαφορικού  Λογισμού  υπά ρχει  με 

, δηλαδή  .

F (x) = ​ f(t) dt∫
α

x [α,β]
(α,β) F =′ f

ξ ∈ (α,β) F (ξ) =′

​

β−α
F (β)−F (α) f(ξ) = ​ ​ f(x) dx

β−α
1 ∫

α

β

​ =f̄ ​ ​ f(x) dx
β−α

1 ∫
α

β
f [α,β] f ≥ 0

[α,β] C ​f

f(x) = x2 [0, 3] ξ

​ =f̄ ​ ​x dx =3
1 ∫0

3 2
​ ⋅3

1 9 = 3 ξ =2 3 ⇒ ξ = ​ ∈3 (0, 3)

t T (t) = 15 − 5 συν ​( 12
πt)

6 6

=T̄ ​ ​ 15 − 5συν ​ dt =12
1 ∫6

18 ( 12
πt) ​ 15t − ​ημ ​ ​ =12

1 [
π
60

12
πt ]6

18
​ 180 − ​(−1 − 1) =12

1 [
π
60 ] 15 + ​ ≈

π
10 18,2
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρείτε τη μέση τιμή  της  στο .

→ Λύση 3.6/1

2

●●○

Να αποδείξετε ό τι υπά ρχει  τέτοιο ώ στε .
→ Λύση 3.6/2

Μάθημα 3.6 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

f(x) = ημx [0,π]

ξ ∈ (0, 1) e =ξ e − 1
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Ολοκληρωτικός
Λογισμός

Μ Α Θ Η Μ Α  3 . 7

Εμβαδόν επίπεδου χωρίου

Τρεις περιπτώσεις

x

y

f ≥ 0: E = ∫ f

x

y

f ≤ 0: E = −∫ f

x

y

Μεταξύ C_f και C_g: E = ∫ |f − g|

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Εμβαδόν με αλλαγή προσήμου

Να βρεθεί το εμβαδό ν του χωρίου μεταξύ  της , , του  και των ευθειώ ν , 

ZQL29ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ΘΕΩΡΗΜΑ — Εμβαδόν επίπεδου χωρίου

Έστω ,  συνεχείς στο .

1. Αν , το εμβαδό ν του χωρίου  μεταξύ  της , του  και των ,  είναι
.

2. Αν , τό τε .

3. Γενικά , το εμβαδό ν του χωρίου μεταξύ  των ,  και των ,  είναι

Ειδικό τερα, αν  στο : .

f g [α,β]

f(x) ≥ 0 Ω C ​f x x′ x = α x = β

E(Ω) = ​ f(x) dx∫
α

β

f(x) ≤ 0 E(Ω) = − ​ f(x) dx∫
α

β

C ​f C ​g x = α x = β

E(Ω) = ​ ​f(x) −∫
α

β

g(x) ​dx.

f(x) ≥ g(x) [α,β] E(Ω) = ​ (f(x) −∫
α

β
g(x))dx

ΠΡΟΣΟΧΗ! — Εμβαδόν ≠ ολοκλήρωμα!

Το  είναι το αλγεβρικό ά θροισμα εμβαδώ ν: τα κομμά τια κά τω από  τον  μετρά νε
αρνητικά. Για το (πά ντα θετικό ) εμβαδό ν πρέπει να «σπά σουμε» το ολοκλή ρωμα στις ρίζες και να
πά ρουμε από λυτες τιμές. Π.χ. , ενώ  το εμβαδό ν είναι .

​ f(x) dx∫
α

β
x x′

​ ημx dx =∫0
2π 0 4

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ — Πώς υπολογίζουμε εμβαδόν

1. Βρίσκουμε τα σημεία τομής των καμπυλώ ν ( ) — αν δεν δίνονται τα ά κρα, αυτά  είναι
τα ά κρα.

2. Βρίσκουμε το πρόσημο της  σε κά θε υποδιά στημα (ποια καμπύ λη είναι «πά νω»).

3. Σπά με το ολοκλή ρωμα στα σημεία αλλαγή ς προσή μου και ολοκληρώ νουμε «πά νω μείον κά τω».

4. Σχεδιά ζουμε πάντα ένα πρόχειρο σχή μα.

f(x) = g(x)

f − g

C ​f f(x) = x −2 1 x x′ x = 0 x = 2
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x

y

1 2

−1

1
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∎

x

y

−1 1 2

1

2

3

4

O

∎

∎

.

ΛΥΣΗ

Η  είναι αρνητική  στο  και θετική  στο . Άρα

(Σημείωση: , όχι το εμβαδό ν!)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Χωρίο μεταξύ δύο καμπυλών

Να βρεθεί το εμβαδό ν του χωρίου που περικλείεται από  τις  και .

ΛΥΣΗ

Τομές:  ή  . Στο  είναι 
. Άρα

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 Με εκθετική και λογάριθμο

Να βρεθεί το εμβαδό ν του χωρίου μεταξύ  της , , του ά ξονα  και της ευθείας .

ΛΥΣΗ

Η  μηδενίζεται στο  και είναι θετική  για . Το χωρίο είναι από   ως : 
.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 Εμβαδόν με παράμετρο

Να βρεθεί το  ώ στε το χωρίο μεταξύ  της , του  και της  να έχει εμβαδό ν .

ΛΥΣΗ

f [0, 1) (1, 2]

E = − ​(x −∫
0

1
2 1) dx + ​(x −∫

1

2
2 1) dx = − ​ − x ​ +[

3
x3

]
0

1

​ − x ​ =[
3
x3

]
1

2

​ +
3
2

​ + ​ =(
3
2

3
2) 2.

​(x −∫0
2 2 1)dx = ​3

2

y = x2 y = x + 2

x =2 x + 2 ⟺ x = −1 x = 2 [−1, 2] x + 2 ≥
x2

E = ​(x +∫
−1

2

2 − x ) dx =2
​ + 2x − ​ ​ =[

2
x2

3
x3

]
−1

2

2 + 4 − ​ −(
3
8) ​ − 2 + ​ =(

2
1

3
1) ​ +

3
10

​ =
6
7

​.
2
9

C ​f f(x) = lnx x x′ x = e

lnx 1 x > 1 x = 1 x = e E =
​ lnx dx =∫1
e [x lnx − x] ​ =

1

e
1

α > 0 y = x2 x x′ x = α 9
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∎.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να βρείτε το εμβαδό ν του χωρίου μεταξύ  της  και του ά ξονα .
→ Λύση 3.7/1

2

●○○

Να βρείτε το εμβαδό ν του χωρίου μεταξύ  της , του  και των , .

→ Λύση 3.7/2

3

●●○

Να βρείτε το εμβαδό ν του χωρίου που περικλείεται από  τις  και .

→ Λύση 3.7/3

4

●●○

Να βρείτε το εμβαδό ν του χωρίου μεταξύ  της  και του  στο .
→ Λύση 3.7/4

5

●●○

Να βρείτε το εμβαδό ν του χωρίου μεταξύ  της , , του  και των ,  ( ).
Για ποιο  είναι ίσο με ;

→ Λύση 3.7/5

6

●●●

Να βρείτε το εμβαδό ν του χωρίου μεταξύ  της , , του  και των , .

→ Λύση 3.7/6

​x dx =∫0
α 2

​ =3
α

3
9 ⇒ α =3 27 ⇒ α = 3

ΣΥΧΝΟ ΛΑΘΟΣ — «Πάνω μείον κάτω» με λάθος σειρά

✗ .

✓ Ένα εμβαδό ν δεν μπορεί να είναι αρνητικό ! Ολοκληρώ νουμε «πάνω καμπύ λη μείον κάτω καμπύ λη».
Αν βγει αρνητικό , αντιστρέψαμε τη σειρά .

E = ​ (x −∫−1
2 2 (x + 2))dx = − ​2

9

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Τα εμβαδά  είναι το «επιστέγασμα» της Ανάλυσης και συχνό  θέμα εξετάσεων. Στο mathgreece.com θα
βρεις πλήρες δωρεάν φροντιστήριο με σχήματα και λύ σεις για ό λες τις περιπτώ σεις. Καλή  επιτυχία!

Μάθημα 3.7 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου

y = 4 − x2 x x′

y = ex x x′ x = 0 x = 2

y = x3 y = x

y = ημx x x′ [0, 2π]

C ​f f(x) = ​

x
1 x x′ x = 1 x = λ λ > 1

λ 2

C ​f f(x) = xex x x′ x = −1 x = 1
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∎

Ολοκληρωτικός
Λογισμός

Ε Π Α Ν Α Λ Η Ψ Η  Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο Υ  3

Επαναληπτικά θέματα
Ολοκληρωτικού Λογισμού

Ο «χάρτης» του κεφαλαίου

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 Θέμα τύπου Πανελλαδικών

Δίνεται η συνά ρτηση , . (α) Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία και να βρεθεί
το ελά χιστό  της. (β) Να αποδειχθεί ό τι η  είναι κυρτή . (γ) Να υπολογιστεί το εμβαδό ν του χωρίου
μεταξύ  της , του  και των ευθειώ ν , .

ΛΥΣΗ

(α) :  στο ,  στο . Φθίνουσα στο , αύ ξουσα
στο , ελά χιστο .

(β) : κυρτή .

(γ) Στο : ,  και η  είναι αύ ξουσα, ά ρα  εκεί. 
. Με παραγοντική : . Άρα

οπό τε .

ZQL30ZQ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ΣΥΝΟΨΗ — Τι πρέπει να ξέρεις να κάνεις

Δεξιότητα Μάθημα

Παράγουσες, αό ριστα ολοκληρώ ματα, εύ ρεση  από  3.1

Παραγοντική , αντικατάσταση, ρητές συναρτήσεις 3.2

Διαφορικές εξισώ σεις χωριζό μενων μεταβλητώ ν και γραμμικές 3.3

Ιδιό τητες ορισμένου ολοκληρώ ματος 3.4

Θεμελιώ δες θεώ ρημα, παράγωγος , μελέτη 3.5

Μέση τιμή  συνάρτησης 3.6

Εμβαδά  επίπεδων χωρίων 3.7

f f ′

​ f∫
α

g(x)
F (x) = ​ f∫

α

x

f(x) = x lnx − x x > 0
f

C ​f x x′ x = 1 x = e

f (x) =′ lnx + 1 − 1 = lnx < 0 (0, 1) > 0 (1, +∞) (0, 1]
[1, +∞) f(1) = −1

f (x) =′′
​ >

x
1 0

[1, e] f(1) = −1 f(e) = 0 f f(x) ≤ 0 E = − ​(x lnx −∫1
e

x) dx x lnx dx =∫ ​ lnx −2
x

2
​4

x
2

​(x lnx −∫
1

e

x)dx = ​ lnx − ​ − ​ ​ =[
2
x2

4
x2

2
x2

]
1

e

​ − ​ −(
2
e2

4
3e2

) − ​ =(
4
3) ​,

4
3 − e2

E = ​

4
e − 32
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∎

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 Θέμα τύπου Πανελλαδικών με συνάρτηση-ολοκλήρωμα

Δίνεται , . (α) Να αποδειχθεί ό τι η  είναι γνησίως αύ ξουσα και περιττή . (β) Να

μελετηθεί ως προς την κυρτό τητα. (γ) Να βρεθεί το .

ΛΥΣΗ

(α) : γνησίως αύ ξουσα. Με αντικατά σταση : 
: περιττή .

(β) : κυρτή  στο , κοίλη στο , σημείο καμπή ς .

(γ) Μορφή   ( ). De L'Hospital: .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  Γ ΙΑ  ΛΥΣΗ

●○○  βασική   ●●○  μέτρια   ●●●  απαιτητική

1

●○○

Να υπολογίσετε: (α)  (β) .

→ Λύση Επ. 3/1

2

●●○

Να βρείτε τη συνεχή   για την οποία  για κά θε .

→ Λύση Επ. 3/2

3

●●○

Να βρείτε το εμβαδό ν του χωρίου που περικλείεται από  τις  και .
→ Λύση Επ. 3/3

4

●●○

Να λύ σετε τη διαφορική  εξίσωση , , με .

→ Λύση Επ. 3/4

5

●●●

Έστω  συνεχή ς στο  με . Να αποδείξετε ό τι υπά ρχει  με .
→ Λύση Επ. 3/5

6

●●●

Να αποδείξετε ό τι .

→ Λύση Επ. 3/6
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x −t2 x ∈ R F

​ ​

x→0
lim

x

F (x)

F (x) =′ e >−x2
0 t = −u F (−x) = ​ e dt =∫0

−x −t2

− ​ e du =∫0
x −u2

−F (x)

F (x) =′′ −2xe−x2
(−∞, 0] [0, +∞) (0, 0)

​0
0 F (0) = 0 lim ​ =1

e−x2

1

ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Θέλεις πλήρη επαναληπτικά  διαγωνίσματα σε ό λη την Ανάλυση; Στο mathgreece.com θα τα βρεις, μαζί
με θέματα Πανελλαδικώ ν και αναλυτικές λύ σεις — πλήρες και δωρεάν φροντιστήριο.

Μάθημα Επ. 3 · Οι λύσεις βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου
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Τυπολόγιο – Όλη η ύλη με μια ματιά

Στις σελίδες αυτές συγκεντρώ νονται οι βασικοί τύ ποι, τα θεωρή ματα και οι προϋ ποθέσεις τους, οργανωμένα
ανά  κεφά λαιο. Χρησιμοποίησέ τες για γρή γορη επανά ληψη — και θυμή σου ό τι στις εξετά σεις οι
προϋποθέσεις των θεωρημάτων γράφονται πάντα.

Κεφάλαιο 1 · Όριο – Συνέχεια

Θέμα Τύπος / πρόταση

Σύ νθεση

Αντίστροφη  1–1: , ,  συμμετρικές ως προς 

Γν. μονό τονη  1–1 (όχι αντίστροφα)

Όριο – πλευρικά

Τριγωνομετρικά , , 

Κριτήριο παρεμβολή ς , 

Ρητή  στο λόγος μεγιστοβάθμιων ό ρων

Απροσδιό ριστες , , , 

Συνέχεια

Bolzano  συνεχή ς στο , 

Ενδιάμεσες τιμές  συνεχή ς στο , ,  μεταξύ  τους 

Μέγιστη – ελάχιστη  συνεχή ς στο 
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Κεφάλαιο 2 · Διαφορικός Λογισμός

Θέμα Τύπος / πρόταση

Παράγωγος

Εφαπτομένη

Παραγωγίσιμη  συνεχή ς (όχι αντίστροφα)

Παράγωγοι , , , 

, , , 

Κανό νες , , 

Rolle συνεχή ς , παραγωγίσιμη , 

Θ.Μ.Τ. συνεχή ς , παραγωγίσιμη 

Σταθερή  σε διάστημα  σταθερή · 

Μονοτονία  γν. αύ ξουσα,  γν. φθίνουσα (σε διάστημα)

Fermat τοπ. ακρό τατο σε εσωτερικό  σημείο + παραγωγίσιμη 

Κυρτό τητα  κυρτή ,  κοίλη

Σημείο καμπή ς  και αλλαγή  προσήμου της 

Πλάγια ασύ μπτωτη , 

De L'Hospital μορφές , : 
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Κεφάλαιο 3 · Ολοκληρωτικός Λογισμός

Θέμα Τύπος / πρόταση

Παράγουσες ό λες οι 

Βασικά  , , , ,

Παραγοντική

Αντικατάσταση  (στο ορισμένο: αλλάζουν τα άκρα)

Γραμμική  Δ.Ε. : πολλαπλασιάζουμε με 

Ιδιό τητες , ,  

Θεμελιώ δες , 

Θ.Μ.Τ.
ολοκληρωτικού

Εμβαδό ν
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ΘΕΛΕΙΣ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ;
Θέλεις αυτό  το τυπολόγιο σε μορφή  κάρτας, μαζί με επαναληπτικά  διαγωνίσματα και θέματα
Πανελλαδικώ ν; Θα τα βρεις στο mathgreece.com — πλήρες και ολοκληρωμένο δωρεάν
φροντιστήριο.
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Λύσεις των ασκήσεων
Εδώ θα βρεις αναλυτικές λύσεις για όλες τις άλυτες ασκήσεις του
βοηθήματος, οργανωμένες ανά κεφάλαιο και μάθημα. Συμβουλή:
προσπάθησε πρώτα μόνος σου τουλάχιστον 15 λεπτά — η λύση
διαβάζεται πολύ πιο ουσιαστικά όταν έχεις ήδη παλέψει με την άσκηση.

Για ακόμη περισσότερες λυμένες ασκήσεις και θέματα εξετάσεων:
mathgreece.com

ZQNZQ
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1  ·  Ό ρ ι ο  –  Σ υ ν έ χ ε ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

Λύσεις · Μάθημα 1.1 — Πραγματικοί αριθμοί

1 (α)  (β)  (γ) : .

2  ή  : 
.

3  (θετικοί αντίστροφοι).
Πολλαπλασιά ζοντας θετικές: ,
δηλαδή  .

4 Από  την τριγωνική  ανισό τητα: 
.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1  ·  Ό ρ ι ο  –  Σ υ ν έ χ ε ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

Λύσεις · Μάθημα 1.2α — Η έννοια της συνάρτησης – Γραφική παράσταση

1 (α) : . (β)  και : 
. (γ) : 
.

2 : , σημείο . : 
, σημείο .

3

ή  .

4 , άρα . Για τη  (
): το  παίρνει ό λες τις τιμές του  και

ο λογάριθμος ό λες τις τιμές του : .

5 Η  προκύ πτει από  την παραβολή  
αναδιπλώ νοντας το τμή μα της για 
(κορυφή  ). Η οριζό ντια ευθεία 

 τέμνει τη  σε  σημεία ακριβώ ς ό ταν .

6 Άλλη πλευρά  , . 

. Το  παίρνει τιμές στο
 για , άρα 

.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1  ·  Ό ρ ι ο  –  Σ υ ν έ χ ε ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

Λύσεις · Μάθημα 1.2β — Ισότητα – Πράξεις – Σύνθεση συναρτήσεων

1 , : δεν είναι ίσες. Είναι ίσες
στο . (Στο  ισχύ ει .)

2 , 
, και οι δύ ο

με πεδίο .

3  και . ,
.

4 . Θέτοντας :
, δηλαδή  .

5 Για : , άρα . Για
: , άρα 

.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1  ·  Ό ρ ι ο  –  Σ υ ν έ χ ε ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

Λύσεις · Μάθημα 1.3 — Μονότονες συναρτήσεις – Ακρότατα – Αντίστροφη
συνάρτηση

1 Για : 
. Γνησίως φθίνουσα.

2 Γνησίως αύ ξουσα, άρα 1–1. 
. , .

ZQS0ZQ

[−2, 5) (−1, +∞) −1 ≤ x ≤ 5 [−1, 5]

∣x − 3∣ > 2 ⟺ x < 1 x > 5 (−∞, 1) ∪
(5, +∞)

​ <2
1

​ <β
1 1

2 ⋅ ​ <2
1

​ <
β
α 4 ⋅ 1

1 < ​ <
β
α 4

∣x − 1∣ + ∣x + 1∣ =
∣1 − x∣ + ∣x + 1∣ ≥ ∣(1 − x) + (x + 1)∣ = 2

ZQS1ZQ

x ≤ 2 (−∞, 2] x > 0 lnx = 0 (0, 1) ∪
(1, +∞) (x − 2)(x − 3) ≥ 0 (−∞, 2] ∪
[3, +∞)

y y′ f(0) = −3 (0, −3) x x′ e =2x 4 ⟺
x = ln 2 (ln 2, 0)

f(x) − g(x) = x(x − 1)(x + 1) < 0 ⟺ x < −1
0 < x < 1

e ∈x (0, +∞) f(R) = (1, +∞) g x >
1 x − 1 (0, +∞)

R g(D ​) =g R

C y = x −2 1
−1 < x < 1

(0, −1) → (0, 1) y =
κ C 4 0 < κ < 1

10 − x 0 < x < 10 d(x) =
​ =x + (10 − x)2 2

​ =2x − 20x + 1002

​2(x − 5) + 502 2(x − 5)2

[0, 50) x ∈ (0, 10) d ∈ [ ​, 10) =50
[5 ​, 10)2

ZQS2ZQ

D ​ =f R∗ D ​ =g (0, +∞)
(0, +∞) R∗ f(x) = 2 ln ∣x∣

(f ∘ g)(x) = 2(x −2 3) + 1 = 2x −2 5 (g ∘
f)(x) = (2x + 1) −2 3 = 4x +2 4x − 2

R

x ≥ 0 ​ −x 2 > 0 ⟺ x > 4 D = (4, +∞)
(g ∘ f)(x) = ln( ​ −x 2)

f(x + 1) = (x + 1) +2 2 u = x + 1
f(u) = u +2 2 f(x) = x +2 2

x = y = 0 f(0) = 2f(0) f(0) = 0
y = −x f(0) = f(x) + f(−x) f(−x) =
−f(x)

ZQS3ZQ

0 ≤ x ​ <1 x ​2 ​ <x ​1 ​ ⇒x ​2 −2 ​ >x ​1

−2 ​ ⇒x ​2 f(x ​) >1 f(x ​)2

y = 3x − 5 ⟺ x =
​3

y+5 f (x) =−1
​3

x+5 x ∈ R
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3 , γνησίως αύ ξουσα. 
, για κάθε . 

, .

4 Για :  και , άρα 
: γνησίως αύ ξουσα, άρα 1–1. Τό τε 

 ή  .

5 , άρα .
Μέγιστο · ελάχιστο δεν υπάρχει (οι τιμές
πλησιά ζουν το  χωρίς να το πιάνουν).

6 Επειδή  η  είναι γνησίως αύ ξουσα, 
 (αν  θα ή ταν 

). Άρα 
.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1  ·  Ό ρ ι ο  –  Σ υ ν έ χ ε ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

Λύσεις · Μάθημα 1.4 — Όριο συνάρτησης στο x₀ ∈ ℝ

1 Από  αριστερά  , από  δεξιά  . Το ό ριο είναι 
.

2 Για : . Για :
. Το ό ριο στο  δεν υπάρχει.

3  και . Προσθέτοντας: ,
, .

4 .

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1  ·  Ό ρ ι ο  –  Σ υ ν έ χ ε ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

Λύσεις · Μάθημα 1.5α — Ιδιότητες των ορίων – Υπολογισμός ορίων

1 (α)  (β)  (γ) .

2 (α) . (β) 
.

3 Πολλαπλασιά ζουμε με :
.

4 .

5  με , άρα . Το
δεύ τερο: .

6 Αναγκαία , δηλαδή  . Τό τε
, οπό τε το

ό ριο είναι : , .

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1  ·  Ό ρ ι ο  –  Σ υ ν έ χ ε ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

Λύσεις · Μάθημα 1.5β — Κριτήριο παρεμβολής – Τριγωνομετρικά όρια – Όριο
σύνθετης

1 (α) . (β) .

2 , και τα άκρα . Όριο .

3 .

4 .

5 Για  διαιρού με με : 
. Τα άκρα , άρα το ό ριο είναι .

D ​ =f (1, +∞) y = ln(x − 1) +
2 ⟺ x = e +y−2 1 y ∈ R f (x) =−1

e +x−2 1 x ∈ R

x ​ <1 x ​2 x ​ <1
3 x ​2

3 x ​ <1 x ​2 f(x ​) <1

f(x ​)2 x =2 4x −
3 ⟺ x = 1 x = 3

x +2 1 ≥ 1 ⇒ 0 < ​ ≤
x +12

1 1 2 < f(x) ≤ 3
f(0) = 3

2

f f(α) <
f(β) ⟺ α < β α ≥ β f(α) ≥ f(β)

x −2 2x < 3 ⟺ (x − 3)(x + 1) <
0 ⟺ −1 < x < 3

ZQS4ZQ

6 9 − 3 = 6 6

x > 0 ​ =
x

x(x−1) x − 1 → −1 x < 0
​ =−x

x(x−1) −(x − 1) → 1 0

α + β = 4 2α − β = 4 3α = 8
α = ​3

8 β = ​3
4

f(x) = (f(x) − 3x) + 3x → 1 + 6 = 7

ZQS5ZQ

−2 + 1 + 4 = 3 1 5

​ =
x(x−3)

(x−3)(x+3)
​ →

x
x+3 2 ​ =(x+2)(x−2)

(x+2)(x+3)
​ →

x−2
x+3

− ​4
1

​ +1 + x ​1 − x

​ =
x( ​+ ​)1+x 1−x

2x
​ →

​+ ​1+x 1−x
2 1

​
→(x−1)(x +x+1)2

(x−1)(x+1)(x +1)2

​ =3
2⋅2

​3
4

f(x) = (x − 1)g(x) g → 2 lim f = 0
​ +x−1

f(x) (x + 1) → 2 + 2 = 4

α + β + 2 = 0 β = −α − 2
αx −2 (α + 2)x + 2 = (x − 1)(αx − 2)

α − 2 = 5 α = 7 β = −9

ZQS6ZQ

​ ⋅5x
ημ5x

​ ⋅ημ2x
2x

​ →2
5

​2
5 x ⋅ ​ →ημx

x 0 ⋅ 1 = 0

−x ≤2 x ημ ​ ≤2
x2
1 x2 → 0 0

​ −
x

ημx συνx → 1 − 1 = 0

​ ⋅( 2x
ημ2x)

2
4 → 4

x = 0 x >2 0 1 − x ≤2
​ ≤

x
f(x)

1 + x2 → 1 1

ZQS7ZQ
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1  ·  Ό ρ ι ο  –  Σ υ ν έ χ ε ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

Λύσεις · Μάθημα 1.6 — Μη πεπερασμένο όριο στο x₀ ∈ ℝ

1 (α) . (β) : . (γ) Μορφή
: γράφουμε ·

επειδή   (θα το αποδείξουμε με De
L'Hospital στο 2.9), ο αριθμητή ς  και ο
παρονομαστή ς : .

2 Αριθμητή ς . : για 
 αρνητικό , για  θετικό . Πλευρικά :  και

.

3 Μορφή  . Ομώ νυμα: .

4 Ο παρονομαστή ς . Πρέπει ο αριθμητή ς να
τείνει σε αρνητικό  αριθμό : 
. (Για  ο αριθμητή ς είναι  και το πηλίκο

 δεν έχει ό ριο.)

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1  ·  Ό ρ ι ο  –  Σ υ ν έ χ ε ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

Λύσεις · Μάθημα 1.7 — Όριο συνάρτησης στο άπειρο

1 (α) . (β) .

2 (α)  (β)  (γ) .

3 Συζυγή ς: 

.

4  για , άρα  και από
κριτή ριο παρεμβολή ς το ό ριο είναι . (Σύ γκρινε με
το !)

5 Πρέπει , δηλαδή  . Τό τε
 (με συζυγή : ),

οπό τε , .

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1  ·  Ό ρ ι ο  –  Σ υ ν έ χ ε ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

Λύσεις · Μάθημα 1.8α — Συνέχεια συνάρτησης

1 : συνεχή ς.

2 Δεξιά : . Αριστερά  και τιμή : . Άρα
.

3 Για : . Από  τη συνέχεια
.

4 Από  την άσκηση 5 του 1.2β, , άρα
. Τό τε 

.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1  ·  Ό ρ ι ο  –  Σ υ ν έ χ ε ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

Λύσεις · Μάθημα 1.8β — Θεωρήματα συνεχών συναρτήσεων σε διάστημα

1  συνεχή ς στο , 
, . Bolzano.

2 , συνεχή ς στο , 
, : ρίζα στο . Η  είναι

γνησίως αύ ξουσα (άθροισμα γνησίως αυξουσώ ν),
άρα η ρίζα είναι μοναδική .

3 Για  η εξίσωση γράφεται 
. Θεωρού με , συνεχή ς στο

, , : ρίζα στο  (είναι το
, που ικανοποιεί και την αρχική ).

4 Γνησίως αύ ξουσα και συνεχή ς. 
. 

, : .

​ =0+
−5 −∞ 3 − x → 0− −∞

(+∞) + (−∞) ​ +
x
1 lnx = ​

x
1+x ln x

x lnx → 0
→ 1

→ 0+ +∞

→ 5 x −2 4 = (x − 2)(x + 2) x →
2− x → 2+ −∞
+∞

∞ − ∞ ​ =(x−1)(x+1)
x+1−2

​ →
x+1

1
​2

1

→ 0+

2α − 1 < 0 ⟺ α < ​2
1

α = ​2
1

​2
x−2

​2(x−2)
1

ZQS8ZQ

2x →3 −∞ ​ =3x2
−x2

− ​3
1

0 − lnx → −∞ +∞

​ =
​+ ​x +x+12 x −x2

2x+1
​ →

​+ ​1+ ​+ ​

x
1

x2
1 1− ​

x
1

2+ ​x
1

​ =2
2 1

​ ​ ​ ≤
x

ημx
​

x
1 x > 0 − ≤

x
1

​ ≤
x

ημx
​

x
1

0
lim ​ =x→0 1

​ −
x

​x +2x2
α − ​ →x

β 0 α = 1
​ −x + 2x2 x → 1 ​ →

​+xx +2x2
2x 1

1 − β = 0 β = 1

ZQS9ZQ

​ ​ =
x→0
lim

x
ημx 1 = f(0)

​ →
​+3x+9

1
​6

1 1 + κ

κ = − ​6
5

x = 0 f(x) = ​ →
x

ημx 1
f(0) = lim f(x) = 1

f(0) = 0
​f(h) =

h→0
lim 0 ​f(x ​ +

h→0
lim 0 h) = ​ (f(x ​) +

h→0
lim 0

f(h)) = f(x ​)0

ZQS10ZQ

f(x) = x −4 3x + 1 [0, 1] f(0) = 1 >
0 f(1) = −1 < 0

h(x) = lnx + x − 3 [1, e] h(1) =
−2 < 0 h(e) = e − 2 > 0 (1, e) h

x = 1, 2 (x − 2) + (x −
1) = 0 h(x) = 2x − 3
[1, 2] h(1) = −1 h(2) = 1 (1, 2)

​2
3

f([0, 1]) =
[f(0), f(1)] = [1, e + 1] lim ​ f =−∞ 0 + (−∞) =
−∞ lim ​ f =+∞ +∞ f(R) = R
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5 Ρίζες . Δοκιμές: ,
, , .

Άρα  στα ,  και  στα
, .

6 Η τιμή   βρίσκεται μεταξύ  των  και
. Από  το θεώ ρημα ενδιάμεσων τιμώ ν

υπάρχει  με .

7 Αν , παίρνουμε . Αλλιώ ς ο
αριθμό ς  (μέσος ό ρος) βρίσκεται γνήσια
μεταξύ  των  και , οπό τε από  το θεώ ρημα
ενδιάμεσων τιμώ ν υπάρχει  με την
ιδιό τητα.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1  ·  Ό ρ ι ο  –  Σ υ ν έ χ ε ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

Λύσεις · Μάθημα Επ. 1 — Επαναληπτικά θέματα: Όριο – Συνέχεια

1 (α)  (β)  (γ) .

2 Η  γράφεται , γνησίως αύ ξουσα, άρα 1–1.
, που έχει λύ ση μό νο για

. , .

3 Πρέπει  (αλλιώ ς το ό ριο θα ή ταν
άπειρο). Τό τε 

 και το ό ριο είναι : , .

4  συνεχή ς στο , ,
: ρίζα. Για : 

 (γινό μενο μη αρνητικώ ν γνησίως αυξουσώ ν),
άρα η  είναι γνησίως αύ ξουσα στο  και η
ρίζα μοναδική  εκεί. (Για  είναι ,
άρα δεν υπάρχουν άλλες ρίζες.)

5 Διαιρού με αριθμητή  και παρονομαστή  με :

.

6 , άρα η  δεν μηδενίζεται
πουθενά  και, ως συνεχή ς, διατηρεί σταθερό
πρό σημο. Αφού  , είναι  για
κάθε , οπό τε .

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  2  ·  Δ ι α φ ο ρ ι κ ό ς  Λ ο γ ι σ μ ό ς

Λύσεις · Μάθημα 2.1 — Η έννοια της παραγώγου

1 .

2 . Εφαπτομένη .

3 . : από  αριστερά  ,
από  δεξιά  . Διαφορετικά : δεν είναι
παραγωγίσιμη.

4 . Παραγωγίσιμη με .

5 Η  με , άρα 
 και, από  συνέχεια, . Τό τε το δοσμένο ό ριο

είναι ο ορισμό ς της : .

6 Συνέχεια: , . Από  αριστερά :
. Από  δεξιά : . Άρα .

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  2  ·  Δ ι α φ ο ρ ι κ ό ς  Λ ο γ ι σ μ ό ς

Λύσεις · Μάθημα 2.2 — Παραγωγίσιμες συναρτήσεις – Παράγωγος συνάρτηση

1 : . : .

2 Εφαπτομένη στο : .
Για : , . Σημείο .

3 , , 
.

4 . Στο : .
Στο : .

−2, 0, 2 f(−3) = −15 < 0
f(−1) = 3 > 0 f(1) = −3 < 0 f(3) = 15 > 0

f < 0 (−∞, −2) (0, 2) f > 0
(−2, 0) (2, +∞)

η = 2 f(1) = 3
f(3) = 1

ξ ∈ (1, 3) f(ξ) = 2

f(α) = f(β) ξ = α

​2
f(α)+f(β)

f(α) f(β)
ξ ∈ (α,β)

ZQS11ZQ

x +2 2x + 4 → 12 2 4

f 1 − ​

e +1x
2

y = ​ ⟺e +1x
e −1x

e =x
​1−y

1+y

−1 < y < 1 f (x) =−1 ln ​1−x
1+x x ∈ (−1, 1)

1 + α + β = 0
x +2 αx − (1 + α) = (x − 1)(x +

1 + α) 2 + α = 3 α = 1 β = −2

h(x) = xe −x 1 [0, 1] h(0) = −1
h(1) = e − 1 > 0 0 ≤ x ​ <1 x ​2 x ​e <1

x ​1

x ​e2
x ​2

h [0, +∞)
x < 0 xe <x 0 < 1

x

​ →
1+ ​

x
f(x)

​+ ​

x
f(x)

x
ημx

​ =1+3
3+1 1

f (x) =2 1 + x >2 0 f

f(0) = −1 < 0 f(x) < 0
x f(x) = − ​1 + x2

ZQS12ZQ

​ =
x−2

​− ​

x
1

2
1

​ =2x(x−2)
2−x − ​ →2x

1 − ​4
1

​ =
x−1
x −13

x +2 x + 1 → 3 y = 3x − 2

f(2) = 0 ​

x−2
∣x−2∣(x+1) −(x + 1) → −3
x + 1 → 3

​ =
x

x∣x∣ ∣x∣ → 0 f (0) =′ 0

f(x) − 3 = (x − 1) ⋅ g(x) g → 4 lim f =
3 f(1) = 3

f (1)′ f (1) =′ 4

1 + α = 2 α = 1
​ =x

e +1−2x

​ →x
e −1x

1 ​ =x
βx β β = 1

ZQS13ZQ

f (0) =′ 1 y = x g (0) =′ 1 y = x + 1

(α, lnα) y = ​(x −
α
1 α) + lnα

(0, 0) 0 = −1 + lnα α = e (e, 1)

f =′ 4x +3 συνx f =′′ 12x −2 ημx f =′′′ 24x −
συνx

3x =2 12 ⟺ x = ±2 (2, 8) y = 12x − 16
(−2, −8) y = 12x + 16

ZQS14ZQ

ΛΥΣΕΙΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ · ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 Μάθημα Επ. 1 · Επαναληπτικά θέματα: Όριο – Συνέχεια

121mathgreece.com · δωρεάν πλήρες φροντιστήριο Μαθηματικά Κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου · Πλήρες βοήθημα

https://mathgreece.com


Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  2  ·  Δ ι α φ ο ρ ι κ ό ς  Λ ο γ ι σ μ ό ς

Λύσεις · Μάθημα 2.3 — Κανόνες παραγώγισης

1 (α) . (β)
. (γ) .

2 (α)  (β)  (γ)  (δ) .

3 , .

4 Στο : . Για
: . Εφαπτομένη

.

5 . 
.

6 Θέλουμε  με  και . Από
τη δεύ τερη , άρα ,  και

.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  2  ·  Δ ι α φ ο ρ ι κ ό ς  Λ ο γ ι σ μ ό ς

Λύσεις · Μάθημα 2.4 — Ρυθμός μεταβολής

1 ,  m/s· ,
 m/s².

2 , 
cm²/s.

3 Από  ομοιό τητα , οπό τε .
. Για : , 

m/min.

4 , άρα 
km/h για κάθε  (και φυσικά  για ).

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  2  ·  Δ ι α φ ο ρ ι κ ό ς  Λ ο γ ι σ μ ό ς

Λύσεις · Μάθημα 2.5 — Θεώρημα Rolle – Θεώρημα Μέσης Τιμής

1 Συνεχή ς, παραγωγίσιμη, . 
.

2 .

3 Είναι η παράγωγος της 
, με  και .

Rolle στο .

4 Αν  ισχύ ει. Αλλιώ ς Θ.Μ.Τ. για την : 
, άρα 

.

5 Θ.Μ.Τ. στο : , άρα
.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  2  ·  Δ ι α φ ο ρ ι κ ό ς  Λ ο γ ι σ μ ό ς

Λύσεις · Μάθημα 2.6 — Συνέπειες του Θεωρήματος Μέσης Τιμής

1 :  για ,  για 
. Φθίνουσα στο , αύ ξουσα στο

.

2 , . Φθίνουσα στο
, αύ ξουσα στο .

3 , άρα 
και : .

4 , : αρνητική  για
, θετική  για . Φθίνουσα στο ,

αύ ξουσα στο , άρα .

5 , άρα
 και .

Q Q

2xe −−x (x −2 1)e =−x e (−x +−x 2 2x + 1)

​ =(x−2)2
2x(x−2)−(x +1)2

​(x−2)2
x −4x−12

3ημ x συνx2

​

x +42
2x

​2 ​x
e ​x

3 ln 3 ⋅2x 2 ​ =συνx
−ημx −εφx

f(x) = ex ln ημx f (x) =′ (ημx) ln ημx + x ​

x ( ημx
συνx)

α, ​(
α
1 ) y = − ​(x −

α2
1 α) + ​ =

α
1 − ​ +

α2
x

​

α
2

(2, 0) − ​ +
α2
2

​ =
α
2 0 ⟺ α = 1

y = −x + 2

f (x) =′ g(x ) +2 x g (x ) ⋅′ 2 2x f (1) =′ 2 + 2 ⋅ 3 =
8

x ​ >0 0 lnx ​ =0 αx ​0
2

​ =x ​0

1 2αx ​0

αx ​ =0
2

​2
1 lnx ​ =0 ​2

1 x ​ =0 ​e

α = ​2e
1

ZQS15ZQ

υ = 3t −2 12t + 9 υ(2) = −3 α = 6t − 12
α(2) = 0

E = ​α4
​3 2 E =′

​αα =2
​3 ′

​ ⋅2
​3 10 ⋅ 3 = 15 ​3

r = ​2
h V = ​π ​h =3

1
4
h

2
​12

πh
3

V =′ h4
πh2 ′ h = 4 2 = 4πh′ h =′

​ ≈2π
1 0,16

d(t) = ​ =(60t) + (80t)2 2 100t d (t) =′ 100
t t = 2

ZQS16ZQ

f(0) = f(π) = 0 συνξ =
0 ⇒ ξ = ​2

π

​ =3
27−0 9 = 3ξ ⇒2 ξ = ​ ∈3 (0, 3)

F (x) = x +3 αx −2 (α +
1)x F (0) = 0 F (1) = 1 + α − α − 1 = 0

[0, 1]

α = β ημx ημα −
ημβ = συνξ (α − β) ∣ημα − ημβ∣ =
∣συνξ∣∣α − β∣ ≤ ∣α − β∣

[1, 3] f(3) − f(1) = 2f (ξ) ≤′ 4
f(3) ≤ 5

ZQS17ZQ

f (x) =′ e (x +x 1) < 0 x < −1 > 0 x >
−1 (−∞, −1]
[−1, +∞)

D = (0, +∞) f (x) =′ 1 − ​ =x
1

​

x
x−1

(0, 1] [1, +∞)

(f(x) − x −2 ημx) =′ 0 f(x) = x +2 ημx + c

f(0) = c = 4 f(x) = x +2 ημx + 4

h(x) = e −x 1 − x h (x) =′ e −x 1
x < 0 x > 0 (−∞, 0]

[0, +∞) h(x) ≥ h(0) = 0

(e f(x)) =2x ′
e (f (x) +2x ′ 2f(x)) = 0

e f(x) =2x 5 f(x) = 5e−2x
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6 , : γνησίως
αύ ξουσα. , άρα η εξίσωση έχει μοναδική
λύ ση  και η ανίσωση 

.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  2  ·  Δ ι α φ ο ρ ι κ ό ς  Λ ο γ ι σ μ ό ς

Λύσεις · Μάθημα 2.7 — Τοπικά ακρότατα συνάρτησης

1 . Τοπικό  μέγιστο 
, τοπικό  ελάχιστο .

2 . Τοπικό  ελάχιστο 
(και ολικό , αφού  ), τοπικό  μέγιστο 

.

3 . ,
, 

, . Μέγιστη , ελάχιστη
.

4 : πρό σημο
του . Ολικό  ελάχιστο .

5 Για : . : αύ ξουσα
στο , φθίνουσα στο , μέγιστο ·

, . Άρα: : καμία
ρίζα· : μία ( )· : δύ ο ρίζες.

6  και 
. Αφαιρώ ντας: , , .

, : στο 
τοπικό  ελάχιστο.

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  2  ·  Δ ι α φ ο ρ ι κ ό ς  Λ ο γ ι σ μ ό ς

Λύσεις · Μάθημα 2.8 — Κυρτότητα – Σημεία καμπής

1 : κοίλη στο , κυρτή  στο
. Σημείο καμπή ς .

2 , . Κυρτή  στα
, , κοίλη στο .

Σημεία καμπή ς .

3 , . 
, . (Η  αλλά ζει πρό σημο στο  ✓.)

4 Στο : , με ισό τητα μό νο
στα άκρα, άρα κοίλη· η εφαπτομένη στο  είναι η

 και βρίσκεται πάνω από  την καμπύ λη:
. Για : .

5 Η εφαπτομένη της  στο  είναι 
και, λό γω κυρτό τητας, βρίσκεται κάτω από  τη .

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  2  ·  Δ ι α φ ο ρ ι κ ό ς  Λ ο γ ι σ μ ό ς

Λύσεις · Μάθημα 2.9 — Ασύμπτωτες – Κανόνες De L'Hospital

1 Κατακό ρυφη  (αριθμητή ς ).
Οριζό ντια  στο .

2 (α) Τρεις φορές De L'Hospital: 
. (β) .

3 : , 

: . : 

: .

4  και  (Παράδειγμα 2). Άρα το
ό ριο είναι .

5 Ομώ νυμα: , μορφή  . De L'Hospital: ,

πάλι : .

h(x) = x +5 x h (x) =′ 5x +4 1 > 0
h(1) = 2

x = 1 h(x) > h(1) ⟺ x >
1

ZQS18ZQ

f (x) =′ 6(x − 2)(x + 1) f(−1) =
12 f(2) = −15

f (x) =′ xe (2 −−x x) f(0) = 0
f ≥ 0 f(2) =

4e−2

f (x) =′ 1 − 2ημx = 0 ⟺ x = ​, ​6
π

6
5π f(0) = 2

f ​ =( 6
π ) ​ +6

π ≈3 2,26 f ​ =( 6
5π ) ​ −6

5π
​ ≈3 0,89

f(π) = π − 2 ≈ 1,14 ​ +6
π

​3
​ −6

5π
​3

f (x) =′ 4x −3 4 = 4(x − 1)(x +2 x + 1)
x − 1 f(1) = 0

x > 0 α = ​ =
x

ln x g(x) g (x) =′
​

x2
1−ln x

(0, e] [e, +∞) g(e) = ​

e
1

lim ​ g =0+ −∞ lim ​ g =+∞ 0+ α > ​

e
1

α = ​

e
1 x = e 0 < α < ​

e
1

f(1) = 1 + α + β = −2 f (1) =′ 3 + 2α +
β = 0 2 + α = 2 α = 0 β = −3
f(x) = x −3 3x f (x) =′ 3(x − 1)(x + 1) 1

ZQS19ZQ

f (x) =′′ 6x − 6 (−∞, 1]
[1, +∞) (1, 0)

f =′ −2xe−x2
f =′′ e (4x −−x2 2 2)

−∞, − ​( 2
​2 ] ​, +∞[ 2

​2 ) − ​, ​[ 2
​2

2
​2 ]

± ​, e( 2
​2 −1/2)

f (1) =′′ 6 + 2α = 0 α = −3 f(1) = 1 − 3 + β =

2 β = 4 f =′′ 6x − 6 1

[0,π] (ημx) =′′ −ημx ≤ 0
0

y = x

ημx ≤ x x > π > 1 ημx ≤ 1 < x

C ​f (0, 1) y = 2x + 1
C ​f

ZQS20ZQ

x = −3 → −7 = 0
y = 2 ±∞

​ →3x2
συνx−1

​ →6x
−ημx

− ​6
1

​ →2x
1/x

​2
1

+∞ ​ =
x

f(x) 1 + ​ →1 + ​

x2
1 2 f(x) − 2x =

​ −x + 12 x = ​ →
​+xx +12

1 0 y = 2x −∞ x +

​ =x + 12
​ →

​−xx +12
1 0 y = 0

x =x ex ln x x lnx → 0
e =0 1

​

x(e −1)x
e −1−xx

​0
0

​

e −1+xex x
e −1x

​0
0

​ →2e +xex x
ex

​2
1

ZQS21ZQ
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  2  ·  Δ ι α φ ο ρ ι κ ό ς  Λ ο γ ι σ μ ό ς

Λύσεις · Μάθημα 2.10 — Μελέτη και χάραξη της γραφικής παράστασης μιας
συνάρτησης

1 : ↗ στο , ↘ στο , ↗ στο
· τοπ. μέγιστο , τοπ. ελάχιστο

. : κοίλη στο , κυρτή
στο , σημείο καμπή ς . Χωρίς
ασύ μπτωτες (πολυώ νυμο), . Ρίζες 
(διπλή ) και .

2 . : ↗ στο , ↘ στο
, μέγιστο . : κοίλη στο 

, κυρτή  μετά , σημείο καμπή ς .
: κατακό ρυφη · :

οριζό ντια . Ρίζα .

3 Περιττή . : ↘ στο , ↗ στο
, ↘ στο · ελάχιστο ,

μέγιστο . : σημεία καμπή ς
στα , . Οριζό ντια ασύ μπτωτη . Σύ νολο
τιμώ ν .
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Λύσεις · Μάθημα Επ. 2 — Επαναληπτικά θέματα Διαφορικού Λογισμού

1 , , . 
.

2 : γνησίως αύ ξουσα, το πολύ  μία
ρίζα. , : ρίζα στο .

3  (τρεις φορές De L'Hospital) και .
Άρα το ό ριο είναι .

4 Rolle στα  και : υπάρχουν , 
 με . Rolle στην  στο

: υπάρχει  με .

5 Η  έχει , άρα η
ανισό τητα σημαίνει ό τι το  είναι θέση ολικού
ελαχίστου. Από  Fermat: , άρα
αναγκαστικά  . Αντίστροφα, για  ισχύ ει

 (μάθημα 2.6). Άρα .
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Λύσεις · Μάθημα 3.1 — Αόριστο ολοκλήρωμα

1 (α)  (β)  (γ) .

2 .

3 , , :
.

4 , : 
.

5 , 
. , 

. .
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Λύσεις · Μάθημα 3.2 — Μέθοδοι ολοκλήρωσης

1 (α) . (β)

.

2 (α) . (β) , :
.

3 . Αποτέλεσμα .

f =′ 3x(x − 2) (−∞, 0] [0, 2]
[2, +∞) f(0) = 0
f(2) = −4 f =′′ 6x − 6 (−∞, 1]

[1, +∞) (1, −2)
lim ​ f =±∞ ±∞ 0

3

D = (0, +∞) f =′
​

x2
1−ln x (0, e]

[e, +∞) ​

e
1 f =′′

​

x3
2 ln x−3 (0, e ]3/2

e , ​e( 3/2
2
3 −3/2)

lim ​ f =0+ −∞ x = 0 lim ​ f =+∞ 0
y = 0 x = 1

f =′
​(x +1)2 2

1−x2
(−∞, −1]

[−1, 1] [1, +∞) f(−1) = − ​2
1

f(1) = ​2
1 f =′′

​(x +1)2 3
2x(x −3)2

0 ± ​3 y = 0
− ​, ​[ 2

1
2
1 ]

ZQS22ZQ

f(1) = ln 2 f (x) =′
​

x +12
2x f (1) =′ 1 y = x − 1 +

ln 2

f (x) =′ 3x +2 3 > 0
f(1) = −1 f(2) = 9 (1, 2)

​ →
ex
x3

0 ​ →
ex

ln x 0
0

[0, 1] [1, 2] ξ ​ ∈1 (0, 1) ξ ​ ∈2

(1, 2) f (ξ ​) =′
1 f (ξ ​) =′

2 0 f ′

[ξ ​, ξ ​]1 2 ξ ∈ (ξ ​, ξ ​) ⊆1 2 (0, 2) f (ξ) =′′ 0

g(x) = α −x 1 − x g(0) = 0
0

g (0) =′ lnα − 1 = 0
α = e α = e

e ≥x 1 + x α = e

ZQS23ZQ

​ −5
x5

x +3 5x + c − ​ +
x
3 c 2ημx + e +x c

x − 2 + ​ dx =∫ ( 2
x
1 ) ​ −3

x3
2x + lnx + c

f(x) = e +x lnx + c f(1) = e + c = e c = 0
f(x) = e +x lnx

f(x) = x −2 3x + c f(0) = 1 f(x) = x −2 3x + 1

f (x) =′ 4x +3 2x + c ​1 f (1) =′ 6 + c ​ =1 5 ⇒
c ​ =1 −1 f(x) = x +4 x −2 x + c ​2 f(1) = 1 +
c ​ =2 3 ⇒ c ​ =2 2 f(x) = x +4 x −2 x + 2

ZQS24ZQ

xημx − ημx dx =∫ xημx + συνx + c

x e −2 x 2 xe dx =∫ x x e −2 x 2(x − 1)e +x c =
e (x −x 2 2x + 2) + c

ln(x +3 1) + c u = συνx du = −ημx dx
− ​ +4

συν x4
c

​ =(x−2)(x+2)
1

​ −
x−2
1/4

​

x+2
1/4

​ ln ​ ​ ​ +4
1

x+2
x−2 c
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4 , : . 5 Δύ ο φορές παραγοντική : 

. Άρα 
 και .
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Λύσεις · Μάθημα 3.3 — Διαφορικές εξισώσεις

1 .
: .

2 , : .

3 Πολλαπλασιά ζουμε με : , 
, .

4 : , , 
.

5 , . 
 βακτή ρια.
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Λύσεις · Μάθημα 3.4 — Ορισμένο ολοκλήρωμα

1 (α)  (β) τρίγωνο  (γ) τεταρτοκύ κλιο .

2 .

3 Η , συνεχή ς, όχι παντού  , άρα
, δηλαδή  .
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Λύσεις · Μάθημα 3.5 — Η συνάρτηση F(x) = ∫ₐˣ f(t)dt – Θεμελιώδες θεώρημα

1 (α)  (β) 
(γ) .

2 .

3 .

4

.

5 Παραγωγίζοντας: .

6 Η  είναι παραγωγίσιμη (το δεξί μέλος είναι) και
, με . Άρα .
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Λύσεις · Μάθημα 3.6 — Θεώρημα Μέσης Τιμής Ολοκληρωτικού Λογισμού

1 . 2 Θ.Μ.Τ. ολοκληρωτικού  για την  στο : 
.
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Λύσεις · Μάθημα 3.7 — Εμβαδόν επίπεδου χωρίου

1 Ρίζες . 

.

2 .

u = lnx du = ​

x
dx

​ +2
ln x

2
c I = (−e ) συνx dx =∫ −x ′

−e συνx −−x e ημx dx =∫ −x −e συνx −−x

−e ημx + e συνx dx[ −x ∫ −x ] 2I = e (ημx −−x

συνx) I = ​ +2
e (ημx−συνx)−x

c

ZQS25ZQ

​ =
y
dy −2x dx ⇒ ln y = −x +2 c ⇒ y = Ce−x2

y(0) = 3 y = 3e−x2

y = cex ce = e ⇒2 c = e y = ex+1

e2x (ye ) =2x ′ ex ye =2x

e +x c y = e +−x ce−2x

A = x2 (ye ) =x2 ′ xex
2
ye =x2

​ +2
e
x2

c y = ​ +2
1

ce−x2

P (t) = 500ekt e =3k 2 ⇒ k = ​3
ln 2 P (10) = 500 ⋅

2 ≈10/3 500 ⋅ 10,08 ≈ 5040

ZQS26ZQ

12 ​ =2
2⋅2 2 ​4

9π

18 + 4 + ​x dx =∫1
4 22 + ​ =2

16−1 22 + 7,5 = 29,5

f(x) − x ≥2 0 0
​(f(x) −∫0

1
x )dx >2 0 ​ f >∫0

1
​x dx =∫0

1 2
​3

1

ZQS27ZQ

[e +x x ] ​ =2
0
1

e + 1 − 1 = e [ − συνx] ​ =0
π 2

​x ​ =[ 3
2 3/2]1

4
​(8 −3

2 1) = ​3
14

[x lnx − x] ​ =1
e

(e − e) − (0 − 1) = 1

​[ ln(x +2
1 2 1)] ​ =0

1
​2

ln 2

F (x) =′ ln(x ) ⋅3 3x −2 lnx = 9x lnx −2 lnx =
lnx (9x −2 1)

f(x) = 3x +2 2

f

f (x) =′ f(x) f(0) = 2 f(x) = 2ex

ZQS28ZQ

​ ​ ημx dx =π
1 ∫0

π
​

π
2 ex [0, 1] e =ξ

​ e dx =∫0
1 x e − 1

ZQS29ZQ

±2 ​(4 −∫−2
2

x )dx =2 4x − ​ ​ =[ 3
x3 ]

−2

2
​ +3

16

​ =3
16

​3
32

​ e dx =∫0
2 x e −2 1
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3 Τομές . Στο : · στο : 
. 

.

4 .

5 .

6 Η  είναι αρνητική  στο  και θετική  στο .
Παράγουσα: . 

. .
Σύ νολο .
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Λύσεις · Μάθημα Επ. 3 — Επαναληπτικά θέματα Ολοκληρωτικού Λογισμού

1 (α) . (β) 
.

2 Παραγωγίζοντας: , άρα 
 για , και από  συνέχεια :

.

3 Τομές:  ή  . Στο :

. .

4 , 
: .

5 , συνεχή ς, . Από
Θ.Μ.Τ. ολοκληρωτικού  υπάρχει  με

.

6 Για : , άρα .
Ολοκληρώ νοντας στο  (μονοτονία
ολοκληρώ ματος) προκύ πτει το ζητού μενο.

−1, 0, 1 [−1, 0] x ≥3 x [0, 1] x ≥
x3 E = ​(x −∫−1

0 3 x)dx + ​(x −∫0
1

x )dx =3
​ +4

1

​ =4
1

​2
1

​ ημx dx −∫0
π

​ ημx dx =∫
π

2π 2 + 2 = 4

E(λ) = lnλ = 2 ⟺ λ = e2

f [−1, 0) (0, 1]
(x − 1)ex − ​xe dx =∫−1

0 x −[(x −

1)e ] ​ =x
−1
0

−(−1 + 2e ) =−1 1 − ​

e
2

​xe dx =∫0
1 x 1

2 − ​

e
2

ZQS30ZQ

[ ln(x +2 1)] ​ =0
1 ln 2 [ − xσυνx] ​ +0

π/2

​ συνx dx =∫0
π/2 0 + 1 = 1

xf(x) = 3x −2 2x f(x) =
3x − 2 x = 0 f(0) = −2
f(x) = 3x − 2

​ =x ​ ⟺2
x x = 0 x = 4 [0, 4]

​ ≥x ​2
x E = ​x − ​ ​ =[ 3

2 3/2
4
x2

]
0

4
​ −3

16 4 = ​3
4

​ =
y
dy συνx dx ⇒ ln y = ημx + c y(0) = 1 ⇒ c =

0 y = eημx

g(x) = f(x) − 2x ​ g =∫0
1 1 − 1 = 0
ξ ∈ (0, 1)

g(ξ) = ​ g =∫0
1 0

x ∈ [0, 1] 1 ≤ 1 + x ≤2 2 ​ ≤2
1

​ ≤1+x2
1 1

[0, 1]
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Τα Μαθηματικά δεν τελειώνουν
εδώ…
Αυτό το βοήθημα σε συνόδευσε σε όλη την ύλη της Ανάλυσης της Γ΄ Λυκείου:
από τις συναρτήσεις και τα όρια μέχρι τις παραγώγους, τα ολοκληρώματα και
τα εμβαδά. Αν θέλεις να συνεχίσεις, να λύσεις περισσότερες ασκήσεις, να δεις
βίντεο-εξηγήσεις ή να προετοιμαστείς για διαγωνίσματα, σε περιμένει ένα πλήρες
και ολοκληρωμένο δωρεάν φροντιστήριο:

mathgreece.com

Θεωρία βήμα-βήμα για κάθε μάθημα
Εκατοντάδες λυμένες και άλυτες ασκήσεις
Διαγωνίσματα και θέματα εξετάσεων
Υλικό για όλες τις τάξεις του Γυμνασίου και του Λυκείου

ZQNZQ

«Τα Μαθηματικά είναι η γλώσσα με την οποία ο Θεός έγραψε το σύμπαν» — Galileo Galilei.
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